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Resumen

Basados en el trabajo realizado por K. C. Huiy Z. H. Jiang (Hui y col., 1999) sobre el despliegue de superficies en coordenadas
tetraédricas, se aplicaron las ideas bdsicas de ese articulo para desarrollar un algoritmo que permite el despliegue de curvas
algebraicas en coordenadas baricéntricas. Con el algoritmo desarrollado se visualiza el segmento de curva contenida en el
interior de un tridngulo, cuyos vértices definen unas coordenadas baricéntricas del plano, desechando el resto del grdfico
de la curva. Los sistemas de graficacion estdndar que tienen programas como Maple, MatLab, Mathematica, etc., grafican
curvas implicitas en sistemas de coordenadas Cartesianas, incluso en coordenadas polares. Sin embargo, para el diserio de
splines y otras curvas de CAGD (Computer Aided Geometric Design) es conveniente el despliegue de segmentos de curvas
implicitas en coordenadas baricéntricas. El algoritmo desarrollado se resume de la siguiente forma: Dado un tridngulo en
el plano, se definen las coordenadas baricéntricas del mismo y se procede a refinar el tridngulo en cientos de subtridngulos
mds pequefios. Este primer refinamiento sirve para evaluar la curva en los vértices de los subtridngulos y de acuerdo a
ciertos criterios cada subtridngulo es clasificado. La clasificacion inicial estd definida en tres grupos: Tridngulos-Semillas,
Tridngulos-Frutas y Tridngulos-Nulos, estos tiltimos son la mayoria y se descartan porque no contienen partes de la curva. Los
Tridngulos-Semillas se utilizan para graficar la curva y los Tridngulos-Frutas pasan a un proceso adicional de refinamiento
y regresan a la rutina inicial de clasificacion. Finalmente, con los subtridngulos clasificados como Tridngulos-Semillas, se
construye un segmento de recta en el interior del subtridngulo, con los puntos de corte de los lados del subtridngulo y la
curva. Los puntos de corte se aproximan mediante un proceso simple de biseccion. La union de los segmentos de recta sirven
para construir una aproximacion del trazo de la curva.

Palabras clave: Coordenadas baricéntricas, método de biseccién, curvas algebraicas, tridngulos.

Abstract

Based on the work done by K. C. Hui and Z. H. Jiang (Hui y col., 1999) on the deployment of surfaces in tetrahedral
coordinates, we apply the basic ideas of that article to develop our algorithm which allows the deployment of algebraics curves
in barycentrics coordinates. With the developed algorithm, the segment of curve contained inside a triangle is displayed,
whose vertices define barycentric coordinates of the plane, discarding the rest of the curve. Standard graphing systems
that have programs such as Maple, MatLab, Mathematica, etc., graph implicit curves in rectangular systems, even in polar
coordinates, however, for the design of splines and other CAGD curves, it is convenient to display of segments of implicit
curves in barycentric coordinates. The developed algorithm is summarized in the following way: Given the triangle in the
plane that defines the barycentric coordinates thereof, the triangle is refined into hundreds of smaller sub-triangles. This first
refinement serves to evaluate the curve in the vertices of the subtriangle and according to certain criteria each subtriangle
is classified. The initial classification is defined in three groups: Triangles-Seeds, Triangles-Fruits and Triangles-Nulls, the
latter being the majority and discarded because they do not contain parts of the curve. Triangles-Seeds are used to plot the
curve and the Triangles-Fruits go through an additional refinement process together with the initial classification process.
Finally, with the sub-triangles classified as Triangles-Seeds, a line segment is created between the cut points of the sides of
the sub-triangle and the curve. These cut points will be approximated by a simple bisection process. The union of the line
segments works to build an approximation of the curve.

Key words: Barycentric coordinates, bisection process, algebraic curves, triangles.
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1 Introduccién.

A inicios de la década de los 60 surge una nueva
disciplina: Diseiio Geométrico Asistido por Computadora,
mds conocido por sus siglas en inglés CAGD (Computer
Aided Geometric Design), como resultado de la unién de la
Geometria y la Computacion. A partir de los trabajos de P.
Bézier y P. de Casteljau hubo una revolucién en esta area del
conocimiento.

Sin embargo, el uso de las curvas algebraicas definidas
implicitamente (Farin 2002), en la solucién de problemas
de CAGD, comenzé a mediados de la década de los 80
(Chandler 1988). Dentro de este conjunto de curvas, son de
especial importancia las llamadas por Chandrajit Bajaj (Bajaj
y col., 1994, Bajaj 1992) con el nombre de A-Spline o Splines
Algebraicos, que son curvas definidas por tramos, donde
cada seccion es una curva algebraica definida implicitamente,
conectadas con cierto grado de suavidad, por ejemplo rectas
tangentes continuas o curvatura continua.

Los splines que consisten de curvas paramétricas han
sido estudiados a lo largo de los tltimos cincuenta afios,
teniendo mucha importancia las curvas de Bézier. Por otra
parte, los splines formados por curvas dadas por ecuaciones
implicitas no habian recibido mucha atencién por parte de los
investigadores.

En 1985 Sederberg (Sederberg 1985) inicia el estudio de
los A-Splines, los cuales resultan ser una herramienta muy
atractiva en la modelacién geométrica, pues no se requieren
célculos vinculados con cambios de parametrizacion. Entre
las ventajas de trabajar con curvas implicitas en vez de las
curvas paramétricas racionales, se destaca que el conjunto de
curvas definidas implicitamente es estrictamente mayor que
las curvas parametrizadas racionalmente, es decir, el conjunto
de las curvas parametrizadas racionalmente estd contenido
estrictamente en el conjunto de las curvas implicitas (esto
ocurre para curvas de grado mayor o igual que tres). En la
practica los pardmetros libres adicionales que se obtienen al
emplear la representacion implicita, se pueden utilizar para
imponer condiciones extras de interpolacién o restricciones
geométricas, aproximar una curva compleja con el menor
nimero de pardmetros, lograr un mejor ajuste de datos,
garantizar un mayor orden de suavidad. Usando la ecuacién
implicita es muy fécil resolver el problema de determinar si
un punto dado se encuentra o no sobre la curva. En el caso que
el punto no yace sobre la curva, se puede determinar de que
lado de la misma se encuentra. Otro problema interesante de
resolver es el de hallar los puntos sobre la curva mas cercanos
a un punto dado en el plano y calcular la distancia entre
ellos. La solucién de estos problemas usando la expresion
paramétrica de una curva, es mucho mds costosa computacio-
nalmente.

Aprovechando que un sistema de coordenadas bari-
céntricas es un caso particular de coordenadas proyectivas
(Fernandez 1999, Montes de Oca 2000), se utilizan las he-
rramientas de la geometria proyectiva para enfocar ciertos

problemas, fundamentalmente en la visualizacién de curvas
implicitas mediante algunos algoritmos.

2 Despliegue de curvas algebraicas.

Dados tres puntos no alineados Vi, Vs, V3, se define el
tridngulo 7', donde V; = (z;,y;) para ¢ = 1,2, 3, son las
coordenadas de los vértices del tridngulo.

Cualquier punto P en el interior de 7' se expresa en
coordenadas cartesianas como:

P=XMVi 4+ XVo+ A3V3

mientras que en coordenadas baricéntricas P se expresa de la
siguiente forma:

P - [Ala )‘27 )\3}
donde,
3
Z )\7 =1 Yy >\i Z 0.
1=1
Va=(0, 1,0]

[1/4,3/4,0] [0, 3/4,1/4]

[1/2,1/2,0] [0,1/2,1/2]

[1/4,1/2,1/4]

[3/4,1/4,0] . [0, 1/4,3/4]

[1/2,1/4,1/4] [1/4,1/4,1/2]

Vi=[1, 0,0] [3/4,0,1/4] [1/2,0,1/2] [1/4,0,3/4]

Va=[0, 0, 1]

Fig. 1. Ejemplo de las coordenadas de los puntos en un tridngulo baricéntri-
co.

Cualquier punto fuera del tridngulo 7" puede también ser
expresado en coordenadas baricéntricas, siempre que P sea
una combinacién afin de los V; y en este caso, no todos los
A; son positivos.

El algoritmo propuesto consta de los siguientes pasos:

1) Dado un nimero entero positivo N, se subdividen los
tres lados del tridngulo N — weces, creando asi un
refinamiento de N2 subtridngulos dentro del tridngulo
principal 7', este es el primer refinamiento o subdivisién
uniforme de 7" de orden N. Cada subtriangulo se denota
por Tj = [V;1,Vj2, Vs paraj = 1,..., N2.

2) Se evalia la funcién que define la curva en cada vértice
de los tridngulos 7, con j = 1,...,N? y se clasifica
cada tridngulo T’; como Frutas-Semillas 6 Frutas-Nulos.

3) A estos dos conjuntos de subtridngulos, se les aplica
una subrutina diferente (las cuales serdn explicadas en la
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seccion 2.2.3) y de acuerdo a los criterios establecidos en
cada subrutina, los subconjuntos anteriores se clasifican
en: Semillas, Frutas y Nulos. Los tridngulos que se
clasifican Nulos son aquellos que no contienen parte de
la gréfica de la curva, no se almacenan, simplemente
se descartan luego de ser clasificados. Las Semillas son
los tridngulos que contienen, sin ambiguedad, parte del
grafico de la funcidn, y los tridngulos catalogados como
Frutas pasan a un nuevo proceso de refinamiento de
orden 2, ya que no estd bien definida la interseccién del
tridngulo con la curva y se necesita un refinamiento local.
Una vez refinados se realizan los pasos 2 y 3 hasta que
desaparezcan las Frutas por completo, quedando solo los
tridngulos Semillas, o hasta que las Frutas satisfagan las
condiciones del criterio de parada.

4) Finalmente queda un conjunto de subtridngulos Semillas.
Sobre estos tridngulos se realiza un proceso simple de
biseccién, para aproximar los puntos de interseccion
entre la curva y cada lado del tridngulo, optimizando el
despliegue de la curva.

5) El gréfico de la curva, consiste en la familia de pequefios
segmentos de rectas contenidos en los subtridngulos que
resultaron Semillas.

2.1 Subdivision uniforme del triangulo.

Una subdivisién de T consiste en particionar [N — veces
cada lado del mismo, y asi, crear N 2 subtridngulos, los cuales
quedaran etiquetados y en orden.

En este proceso se fracciona cada lado del tridngulo y
se escoge cada punto como vértice, tal como se ilustra en la
Figura 2.

10 11 12
6 7 8 9
1 2 3 4 5
1.[1,0,0] 3.[1/2,0,1/2] 5.10,0,1]
2.[3/4,0,1/4] 4.[1/4,0,3/4]

Fig. 2. Discretizacion del Tridngulo para N = 4.

Luego se realiza un etiquetado de todos los subtridngu-
los que resultan de la particidn inicial. El etiquetado funciona
como guia para evaluar la funcién en cada vértice de los

tridngulos. Su seguimiento serd de izquierda a derecha en
cada fila del tridngulo principal sin importar si el tridngulo
estd hacia arriba o hacia abajo. El etiquetado del primer
refinamiento se muestra en la Figura 3.

Fig. 3. Etiquetado en orden de los tridangulos para N = 4.

El etiquetado de todos los subtridngulos que resultan
de esta subdivisién, es importante para su uso posterior
junto a las correspondientes coordenadas de cada uno de los
vértices. La union de este nuevo conjunto de subtridngulos se
corresponde con el tridngulo mds grande, esto significa que:

T:Un

conj =1,...,N2 Donde T} denota el j-ésimo tridngulo de
la subdivisién.

2.2 Clasificacion de los tridngulos.

Inicialmente, tomando como referencia el trabajo de K.
C. Hui y Z. H. Jiang (Hui y col., 1999), cada subtridngulo
Tj,conj=1,..., N? son clasificados como nulos, frutas 6
semillas, a través del siguiente criterio (nétese que al decir
que el signo de un vértice de un tridngulo es positivo o
negativo, se refiere a la evaluacién de la funcién en dicho
vértice):

a) Semilla: Tridngulo donde existe un vértice con un signo
diferente que el resto y contiene parte de la curva.

b) Fruta: Tridngulo que contiene parte de la curva pero,
posee una interseccién ambigua con la curva (la intersec-
cion ambigua serd definida més adelante, en la seccién
2.2.2).

¢) Nulo: Tridngulo cuyos tres vértices son de signos iguales
y no hay interseccién con la curva.
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Debido a las diferentes intersecciones de los tridngulos
con la curva implicita F'(z,y) = 0, en este algoritmo se
realiza una clasificacion inicial de los tridngulos T en Frutas-
Nulos y Frutas-Semillas, de esta forma resulté un algoritmo
diferente al planteado en (Hui y col., 1999).

2.2.1 Clasificacion inicial.

Como se estableci6 anteriormente, la subdivision resul-
tante de T es (JT; con j = 1,... ,IN?. Los vértices de
cada tridngulo 7T); cumplen una funcién importante, si un lado
[Va, V3] de un tridngulo cualquiera intersecta a la curva en un
dnico punto, eso quiere decir que el sistema:

(e row ) () =(5)

tiene tnica solucién para A,, A, > 0. Un punto de intersec-
cién aproximado P existe entre los vértices V, y V;, siy solo
si F(Vo)F(Vp) < 0y P = AV, + AV, (esto es segiin
el criterio usado en (Hui y col., 1999)). Cabe acotar, que
en este trabajo, se optimiza la ubicacion de ese punto P de
interseccion, a través de un proceso simple de biseccidn.
Para realizar esta clasificacion inicial, se evalda la fun-
cién F(z,y) en cada vértice Vj; con j = 1,...,N% i =
1,2, 3, y se clasifican todos los tridngulos donde las evalua-
ciones en los tres vértices tengan el mismo signo, esto es:

F(Vj1) vV F(Vj2) VF(Vjs) 20

F(Vj1) vV F(Vj2) VF(Vj3) <0

con j = 1,...,N2, como tridngulos Frutas - Nulos, en
cualquier otro caso, los tridngulos T} se clasifican como
Frutas - Semillas.

2.2.2 Intersecciones ambiguas.

Ya se sabe que existe, un dnico punto de intersec-
cién en un lado [Vj,,V;,] de un tridngulo si y solo si
F(V;4)F(Vjp) < 0. Entonces:

(%)= Fmrrwa (Fom))

paraj=1,..., N2

Si F'(Vja)F (Vjp) > 0, no hay solucién con A, Ay > 0.
Esto implica que no hay interseccion entre el lado [V, Vjs]
y la curva. Sin embargo, esto puede que no sea cierto en el
caso que la curva tenga alta curvatura (Valdés 2013), como
se muestra en la Figura 4.

e
+

V1 V2

Fig. 4. Ejemplo de una intersecciéon ambigua.

Estos tridngulos entran en la clasificacion de Frutas-
Nulos, pues, a pesar de que satisface la condicién
F(V;a)F(Vj,) > 0, el tridngulo es intersectado por la
curva.

También existe el caso donde a pesar de entrar en el
conjunto de Semillas, segin el criterio dado en (Hui y col.,
1999), el grafico que arrojaria el algoritmo no se corresponde
correctamente con el grafico de la curva. En la Figura 5, se
puede apreciar un ejemplo de este caso, donde, a pesar de ser
un candidato para semilla, no muestra un grafico correcto.
Se puede notar que si la curva interseca al tridngulo de la
forma ilustrada en la Figura 5, se realizaria una linea entre
los puntos de corte donde se originan los cambios de signo,
lo cual no se corresponde con la traza de la curva en el interior
del tridngulo.

Vs

Vi ‘ V2

Fig. 5. Otro tipo de interseccién ambigua.
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Estos son casos que se consideran como interseccio-
nes ambiguas; lo cual motiva la pre-clasificacién inicial en
Frutas-Nulos y Frutas-Semillas.

2.2.3 Clasificacion final.

Una vez obtenidos los conjuntos de tridngulos Frutas-
Nulos y Frutas-Semillas, se procede a separarlos de forma
definitiva a través de dos subrutinas, una para cada conjunto
de tridngulos.

Para separar los tridngulos clasificados como Frutas-
Nulos (se recuerda que en este caso, los signos de los tres
vértices de cada tridngulo son iguales), en Frutas o (exclu-
yente) Nulos se realizan tres evaluaciones:

a) Se evalua la funcién en el punto medio de cada lado del
tridngulo.

b) Se comparan los signos de las evaluaciones de los puntos
medios, con los de la funcién evaluada en los vértices. Si
el signo de la evaluacién de alguno de los puntos medios
es opuesto al de las evaluaciones de la funcién en los
vértices, entonces ese tridngulo pasa a la clasificacién
Fruta.

¢) Los tridngulos que no satisfacen el item b), se les hace
una evaluacién adicional. Se comparan los valores ab-
solutos de las evaluaciones de los puntos medios y la
evaluacién de la funcién en los vértices, de modo que
si se cumple la siguiente condicién:

‘F(‘/ja+‘/}b

250 < min{|F (V)| IFTi)} A

‘ 2 ( Via + Vb

2
donde j = 1,...,n y n es el numero total de tridngulos
clasificados Frutas-Nulos. Entonces los tridngulos
también serdn clasificados como Frutas. Los tridngulos
Nulos simplemente son los que no satisfacen las
condiciones de los items b) y c), por lo tanto son
descartados en su totalidad.

)\ > maz{|F(V;a)|, |[F(Vis)|}

Para separar los tridngulos clasificados como Frutas-
Semillas (se recuerda que en este caso, los tridngulos tienen
un signo diferente), en tridngulos Frutas o (excluyente) Se-
millas, se realizan estas dos evaluaciones:

a) Se determinan cuales vértices tienen el mismo signo, esto
es:

F(Vja)F(Vis) >0
para j = 1,...,m, donde m es el nimero total de
tridngulos clasificados como Frutas - Semillas.
Via + Vb
b) Sea VM; = F|—F7—
medio entre los Vértices%/ja y Vjp enel tridngulo T; para
7 =1,...,m. Se consideran los tres siguientes casos:

) la evaluacion del valor

b.1) El valor de la evaluacion de la funcion en el vértice es
de signo opuesto al de V' M;:

F(Vio)VM; <0

b.2) El valor absoluto de V' M; es menor que el minimo del
valor absoluto de la evaluacién de la funcién en cada
vértice de ese lado del tridngulo:

(VM| < min{|F(Via)l, [F(Vjo)[}

b.3) El valor absoluto es mayor que el maximo del valor
absoluto de la evaluacién de la funcién en cada vértice
de ese lado del tridngulo:

[VM;| > maz{|F(Vja)l, [F(Vje)[}

para j = 1,...,m. Si la evaluacién del tridngulo
cumple con alguna de las condiciones dadas en los
items b.1) o b.2) o b.3), entonces serd clasificado
como tridngulo Fruta. En cualquier otro caso pasa
directamente a tridngulos Semillas, los cuales serdn
tratados en la seccién 2.5.

2.3 Refinamiento y criterio de parada.

Los tridngulos clasificados finalmente como Frutas, pa-
san por un refinamiento de orden 2 (0o con N = 2) para
obtener un total de 4 subtridngulos por cada Fruta. Este nuevo
conjunto de tridngulos pasan al proceso de clasificaciéon a
partir del item 2.2. Se establece un criterio de parada para
este proceso con tres condiciones:

a) El nimero maximo de refinamientos. En la practica
se estableci6 que a lo sumo 15 refinamientos de los
tridngulos clasificados como Frutas, muestran buenos
resultados en curvas que tienen dificultades propias para
su despliegue grafico, como lo muestra la Figura 6.

N

Fig. 6. Despliegue del grafico de una curva con punto singular de orden 4 en
el origen.

b) El tamafio minimo de cada tridngulo refinado. Para de-
terminar el tamafio minimo, primero se define el tamafio
del tridngulo principal T, el cual se denota por Lt y
se define como la longitud méxima de los lados de 7.
Andlogamente se define L7; como el mdximo de la
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longitud de los lados de un tridngulo clasificado como

Fruta. Se considera ¢ = si Lr; es menor que ¢

=T
. 10000’
entonces, se detiene el proceso.

Se considera ese nimero para € ya que representa un
tridngulo lo suficientemente pequefio para que no mues-

tre detalles o errores en el despliegue de la curva.

¢) El conjunto de tridngulos Frutas es vacio. Simplemente

se procede a desplegar la curva, ya que no se tiene que
aplicar ningtn otro refinamiento.

2.4 Algoritmo para desplegar curvas algebraicas en
coordenadas baricéntricas.

e Input

F(z,y) - Ecuacién implicita de la curva.
T - Coordenadas del tridngulo inicial.
N - Numero inicial de subdivisiones.

e Algoritmo
begin

Refinamiento de orden N para generar N2 subtrian-
gulos.
Clasificacion inicial
if F(V;o)F(Vjp) > 0 then
Add T-Frutas-Nulos
else
Add T-Frutas-Semillas
end if
Separacion de los T-Frutas-Nulos
if F(V;o)V M; > 0 then
Add T-Nulos
elif [VM;| < min{|F(V;a)l,[F(Vis)]} or
VM| > maa{|F(V;a)],|F(V;y)]} then
Add T-Frutas
end if
Separacion de los T-Frutas-Semillas
if F(Vj,)VM; < 0 or [VMj <
min{[F(Vo)l, [F(V)}  or VM| >
maz{|F(V;a)l,|F(Vs)[} then
Add T-Frutas
else
Add T-Semillas
end if
for T-Frutas from 1 to 15
while Frutas > 0 or L7; > edo
Refinamiento de orden N = 2
Clasificacion Inicial
Separacion Frutas-Nulos
Separacion Frutas-Semillas
end while
end for

Método de biseccion sobre los T-Semillas.
Generador de segmentos: Se genera el segmento de
recta que une los dos puntos obtenidos por el Método de
Biseccion.
end.

2.5 Aproximacion lineal de la curva.

El gréfico de la curva es aproximado por muchos
segmentos pequefios de rectas. Cada segmento estd
contenido en un tridngulo Semilla, recordemos que estos
tridngulos se caracterizan por tener un vértice con el
signo opuesto a los otros dos. Se identifican los lados
del tridngulo adyacentes al vértice con signo opuesto.
Estos lados intersecan a la curva. Para identificar cada
lado, se evalda la funcién en cada vértice y se comparan
los signos, si F'(V;o)F (V) < Oparaj = 1,...,1, (
es el nimero total de tridngulos Semillas), entonces, se
aproxima el punto de interseccién de la curva con cada
lado, usando el método de biseccidn.

El método de bisecciéon genera un punto de corte
cercano entre la interseccién de la curva y el lado del
tridngulo, esto implica que para cada tridngulo Semilla
se obtendran dos puntos de corte, entonces al tener dos
puntos se construye el segmento de recta que los une, y
se realiza la aproximacion lineal de la curva con todos los
segmentos de rectas contenidos en los tridngulos Semilla.

Fig. 7. Despliegue final de una curva algebraica por medio del algoritmo.

Para obtener el grifico de la curva mostrada en
la Figura 7, se consider6 N = 50 para subdividir
uniformemente el tridngulo principal (obteniendo un
total de 2.500 subtridngulos) y se trabajé con la curva
flx,y) = 2® — 2% + 9?2, que tiene un punto singular
en el (0,0). A lo largo del desarrollo del algortimo, se
llegé a la conclusién que iterar el método de biseccion
tres veces es suficiente para cada segmento del tridngulo
Semilla, ya que la aproximacion lineal de la curva se
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ajusta a la curva original.

En la Figura 8, se observa el despliegue de la

curva f(z,y) =

3

— 22 + 92, donde no se aplica el

proceso de biseccién sobre cada tridngulo Semilla. Este
ejemplo muestra la necesidad de usar algin método que
permita aproximar m4s eficientemente la interseccién de
la curva con cada segmento de los tridngulos Semillas.
En particular se escogié el método de biseccion por sus
buenos resultados en las curvas estudiadas.

Fig. 8. Despliegue final de una curva algebraica sin aplicar el método de

biseccion.

3 Resultados.

A continuacién se muestran algunos resultados ob-
tenidos con el algoritmo propuesto. Se tienen graficos de
curvas complejas, debido a sus puntos singulares y alta

curvatura.

[

Fig. 9. La curva (22 4 y2)% — (22 — y?) = 0 (Lemniscata).

Fig. 10. La curva (22 — 2z +32)? — (22 + y2) = 0 (Cardioide), sobre dos

tridngulos diferentes.

Fig. 11. La curva (22 + y2)2 — (22 — 3y2) = 0 (Flor de 3 Hojas), sobre
dos tridngulos diferentes.

Fig. 12. La curva (y2? — z2)(x — 1)(2x — 3) — 4(22 + y? — 22)2 = 0,

curva con tres puntos singulares.

4 Conclusiones

Se presentd un algoritmo que permite el despliegue
grafico de una curva algebraica en el interior de
un tridngulo dado, el cual define unas coordenadas
baricéntricas en el plano. Este algoritmo es una
adaptacion del trabajo de K. C. Hui y Z. H. Jiang (Hui
y col., 1999) al plano. En el proceso se consideran
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las intersecciones ambiguas entre los tridngulos y la
curva, causados por singularidades y alta curvatura.
Para eliminar estos errores se utiliza un proceso de
refinamiento de los tridngulos, lo cual permite un
despliegue grafico mas aproximado a la curva. Para
aproximar cada segmento de curva, contenida en cada
tridngulo, es necesario calcular el punto de corte de la
curva con los lados del tridngulo. La propuesta dada en
(Hui y col., 1999), para encontrar estos puntos, no derivéd
en buenos graficos, por lo que se utilizé el método de
biseccion.

Los tiempos de respuesta del algoritmo con
respecto a los ejecutadores del software Maple no
fueron comparados, sin embargo el algoritmo trabaja
eficientemente para curvas complicadas.

Cuando se trabaja con A-Splines de grado 3 (Bajaj y
col., 1994), es necesario desplegar la gréfica de la curva
en el interior de cada tridngulo de control, el algoritmo
desarrollado en este articulo resulta muy util para este
tipo de despliegue.
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