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Resumen 

 

El objetivo de este artículo es estudiar la dinámica global de un modelo depredador-presa del tipo Leslie-Gower con res-

puesta funcional del tipo Holling II como función del depredador y con difusión. Mostramos la disipatividad puntual del 

modelo, así como la estabilidad global del equilibrio no trivial. 

Palabras clave: Reacción, difusión, Leslie-Gower, depredador-presa, estabilidad. 

 

Abstract 

The main goal of this paper is to study the global dynamics of a Leslie-Gower predator-prey model with functional response 

of Holling type II as function of predator and with diffusion. We prove the dissipativity of the model and the global stability 

of the nontrivial equilibrium. 
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1 Introducción 

Los modelos presa-depredador son un tipo de modelo 

matemático que se utiliza para estudiar la interacción entre 

una población de presas y su depredador natural. Estos mo-

delos están basados en la Ley de Lotka-Volterra, y se utilizan 

para predecir cómo se afectan mutuamente las poblaciones 

de presas y depredadores a lo largo del tiempo. En estos mo-

delos, una de las consideraciones que se pueden hacer, es que 

a medida que la población de presas crece, también lo hace 

la población de depredadores, lo que a su vez reduce el nú-

mero de presas. A medida que disminuye la población de pre-

sas, disminuye la población de depredadores, lo que permite 

que vuelvan a crecer las poblaciones de presas. Si este pro-

ceso se repite a lo largo del tiempo, dará lugar a patrones cí-

clicos de crecimiento y declive en ambas poblaciones. Sin 

embargo, al considerar otras respuestas funcionales, las po-

blaciones de presas y depredadores pueden converger a un 

punto dado, llamado punto de equilibrio del sistema. Estas 

respuestas funcionales, relacionan las densidades de los 

individuos estudiados a través de funciones, las cuales se 

vuelven más complejas, a medida que se consideran nuevas 

formas de interacción entre las especies. 

En este artículo se estudia el siguiente modelo depreda-

dor-presa del tipo Leslie-Gower modificado y con difusión:  

 
𝜕𝑁

𝜕𝑡
=  𝑑1Δ𝑁 + 𝑟𝑁 (1 −

𝑁

𝐾
) −𝑚

𝑃𝑁

𝑎 + 𝑃
𝜕𝑃

𝜕𝑡
= 𝑑2Δ𝑃 + 𝑠 (1 −

ℎ𝑃

𝑏 + 𝑁
)𝑃                

                               (1) 

 

sujeto a condiciones de contorno del tipo Newmann homo-

géneas 
𝜕𝑁

𝜕𝜂
=
𝜕𝑃

𝜕𝜂
= 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0 

 

y condición inicial dada por 

 

𝑁(𝑥, 0) = 𝜑1(𝑥) ≥  0, 𝑃(𝑥, 0) = 𝜑2(𝑥) ≥  0, 𝑥 ∈ Ω,    (2)  
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donde 𝑥 pertenece al conjunto acotado y conexo Ω ⊆ 𝑅𝑛, 
para t > 0; 𝑁(𝑥, 𝑡) y 𝑃(𝑥, 𝑡) representan la densidad de po-

blación en el tiempo t y el punto x ∈ Ω de presas y depreda-

dores, respectivamente. Los parámetros 𝑑1, 𝑑2, 𝑟, 𝐾,𝑚, 𝑠, ℎ, 
𝑎 y 𝑏 son constantes positivas. 

 

Originalmente Leslie [Leslie, 1948] introdujo el si-

guiente sistema: 

 

𝑁′ =  𝑟 𝑁 (1 −
𝑁

𝐾
) − 𝑚𝑁𝑃

𝑃′ = 𝑠 (1 −
ℎ𝑃

𝑁
)𝑃                  

                                             (3) 

 

donde 𝑟 es la tasa de crecimiento específica de la presa en 

ausencia de depredadores y sin limitaciones ambientales; en 

ausencia de depredadores, la población de presas crece logís-

ticamente con capacidad de carga K y m es la tasa máxima 

de consumo per capita del depredador, s es la tasa de creci-

miento intrínseca del depredador y la capacidad de carga de 

depredadores en el ambiente es proporcional a la abundancia 

de presas N/h, donde h es el factor de conversión de presas 

en depredadores. En el sistema (3), Leslie observó el hecho 

de que existen límites superiores en la tasa de crecimiento de 

las presas y los depredadores, las cuales no son reconocidas 

en el modelo de Lotka-Volterra. Estos límites superiores se 

pueden aproximar con condiciones favorables: para el depre-

dador cuando el número de presas por depredador es grande; 

para la presa cuando el número de depredadores (y también 

el número de presas) es pequeño [Huo and Li, 2004]. El sis-

tema (3), conocido como modelo depredador-presa de Les-

lie-Gower ha sido discutido en [Leslie and Gower, 1960], en 

[Korobeinkov, 2001] y las referencias en ellos. 

En el sistema (1) se supone que la tasa de nacimiento 

unitario de la presa es una función del tipo Michaelis-Menten 

en P, la cual representa un crecimiento monótono hasta un 

nivel finito de saturación. El parámetro 𝑎 es la constante de 

saturación, b es la medida de la capacidad de carga del de-

predador en el ambiente cuando está ausente la fuente de ali-

mentación más favorable. En otras palabras, b mide la mayor 

capacidad de nacimientos de depredadores que el ambiente 

puede soportar en ausencia de presas [Duque and Sivoli, 

2022, Zhang et al., 2017]. 

2   Marco Teórico 

En esta sección se prueba que el sistema de reacción di-

fusión (1) genera un sistema dinámico y que está biológica-

mente bien planteado sobre un espacio de Banach adecuado. 

Sean las funciones 

𝐹1(𝑁, 𝑃) = 𝑟𝑁 (1 −
𝑁

𝐾
) −

𝑚𝑁𝑃

𝑎 + 𝑃
,

𝐹2(𝑁, 𝑃) = 𝑠 (1 −
ℎ𝑃

𝑏 + 𝑁
)𝑃,          

                                  (4) 

y definamos los vectores 𝐹 = (𝐹2, 𝐹2), U = (N, P) y la matriz 

𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1, 𝑑2). Considerando la condición inicial (2), el 

sistema (1) se puede escribir como: 

 

{
 
 

 
 
𝜕𝑈

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) = 𝐷Δ𝑈(𝑥, 𝑡) + 𝐹(𝑈), 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0

𝜕𝑈

𝜕𝜂
(𝑥, 𝑡) =  0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0                            

𝑈(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ Ω                                       

            (5) 

 

Sea X el espacio de Banach 𝑋1 × 𝑋2, donde 𝑋𝑖 =
𝐶(Ω̅), 𝑖 = 1,2, con norma definida por |𝜑| = |𝜑1| + |𝜑2|. 
Sean 𝐴𝑁

0  y  𝐴𝑃
0 , los operadores diferenciales  𝐴𝑁

0𝑁 = 𝑑1Δ𝑁 y 

𝐴𝑃
0𝑃 = 𝑑2ΔP, definidos sobre los dominios 𝐷(𝐴𝑁

0 ), dado por: 

 

{𝑁 ∈  𝐶2 (Ω) ∩ 𝐶1(Ω̅): 𝐴𝑁
0𝑁 ∈ 𝐶(Ω̅),

𝜕𝑁

𝜕𝜂
= 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω } 

 

y 𝐷(𝐴𝑃
0), dado por: 

 

{𝑃 ∈  𝐶2 (Ω) ∩ 𝐶1(Ω̅): 𝐴𝑃
0𝑃 ∈ 𝐶(Ω̅),

𝜕𝑃

𝜕𝜂
= 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω }. 

 

Las clausuras 𝐴𝑁 de 𝐴𝑁
0  y 𝐴𝑃 de 𝐴𝑃

0  en 𝑋𝑖 generan semi-

grupos analíticos de operadores lineales acotados TN(t) y 

TP(t) para t ≥ 0, tales que N(t) = TN(t)φ1 y P(t) = TP (t)φ2 son 

soluciones de las ecuaciones diferenciales lineales abstractas 

en Xi, dadas por N′(t) = AN N(t), P′(t) =AP P(t). 

 

Una propiedad adicional del semigrupo es que para cada 

t > 0, TN(t) y TP(t), son operadores compactos. En el lenguaje 

de las ecuaciones diferenciales parciales,  

 

𝑁(𝑥, 𝑡) = [TN(t)φ1](x) y P(x,t) = [TP(t)φ2](x),  

 

son soluciones clásicas del problema de valores en la frontera 

dado en (5), con F1 = F2 ≡ 0. 

 

Sea T(t):X→X definida por T(t) = TN(t)×TP(t). Enton-

ces, T(t) es un semigrupo de operadores sobre X, generado 

por el operador A = AN × AP, definido sobre D(A) = D(AN) 

× D(AP) y U(x, t) = [T(t)φ](x) es la solución del sistema lineal 

 

{
 
 

 
 
𝜕𝑈

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) = 𝐷Δ𝑈(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0

𝜕𝑈

𝜕𝜂
(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0                

𝑈(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ Ω                        

                                

 

El término no lineal F es dos veces continuamente dife-

renciable en U. Por lo tanto, podemos definir la aplicación 

[F∗(φ)](x) = F(φ(x)) la cual envía X en sí mismo, y la ecua-

ción (5) se puede ver como la ecuación diferencial ordinaria 

abstracta en X dada por: 

 

𝑢′(𝑡) = 𝐴𝑢(𝑡) + 𝐹∗(𝑢(𝑡)), 𝑢(0) = 𝜑.                   (6) 
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Mientras que una solución u(t) de la ecuación (6) se 

puede obtener bajo la restricción de ϕ ∈ D(A), una solución 

moderada se puede obtener para cada φ ∈ X, requiriendo solo 

que u(t) sea una solución continua de la siguiente ecuación 

integral: 

𝑢(𝑡) = 𝑇(𝑡)𝜑 + ∫ 𝑇(𝑡 − 𝑠)𝐹∗(𝑢(𝑠))𝑑𝑠,
𝑡

0

 𝑡 ∈ [0, 𝛽),     (7) 

donde β = β(φ) < ∞. Restringiendo nuestra atención a funcio-

nes φ en el conjunto 

 
𝑋Λ = {𝜑 ∈ 𝑋:𝜑(𝑥) ∈ Λ, 𝑥 ∈ Ω̅},                                               

 

donde Λ = {U = (N, P) ∈ R2: N ≥ 0, P ≥ 0} y tomando en 

cuenta la definición de las funciones Fi, obtenemos que 

𝐹1(0, 𝑃) = 0 y F2(N, 0) = 0 para U ∈ Λ. Luego, el Corolario 

3.2 de [Smith, 1995(p129)] implica que se satisface la condi-

ción de Nagumo para la invarianza positiva de Λ, es decir, 

 

lim
ℎ→ 0+

 ℎ−1 𝑑𝑖𝑠(Λ, 𝑈 + ℎ𝐹(𝑈)) = 0, 𝑈 ∈ Λ.                        (8) 

 

Por otro lado, la aplicación directa del principio fuerte 

del máximo parabólico nos permite mostrar que el semigrupo 

lineal T(t) hace a XΛ positivamente invariante, es decir, 

 

𝑇(𝑡)𝑋Λ ⊂ 𝑋Λ, 𝑡 ≥ 0.                                                  (9)  
 

Finalmente, las condiciones (8) y (9) juntas, permiten 

aplicar el teorema 3.1 de [Smith, 1995(p127)], lo cual nos da 

el siguiente Lema. 

 

Lema 1. Para cada φ ∈ XΛ, el sistema (1) tiene una única 

solución moderada u(t) = u(φ,t) ∈ XΛ  y una solución clásica 

U(x,t) = [u(t)](x). Además, el conjunto XΛ es positivamente 

invariante bajo el flujo ψt(x) = u(φ,t) inducido por (1). 

 

Luego, el sistema (1) está bien planteado biológica-

mente y su dinámica relevante se concentra en XΛ. 

 

El siguiente teorema nos muestra que las soluciones del 

sistema (1) están acotadas y por tanto definidas para todo 

𝒕 ≥ 𝟎. 

Teorema 1. Sea (𝑁, 𝑃) una solución de (1). Entonces, se 

cumple que  

 

limsup
𝑡→∞

max
𝑥∈𝛺

𝑁(𝑥, 𝑡) ≤ 𝐾                                                          

y 

limsup
𝑡→∞

max
𝑥∈𝛺

𝑃(𝑥, 𝑡) ≤
𝑏 + 𝐾

ℎ
.                                                 

 

 

Demostración. De la primera ecuación del sistema (1), se si-

gue que 

 

𝜕𝑁

𝜕𝑡
− 𝑑1Δ𝑁 ≤  𝑟𝑁 (1 −

𝑁

𝐾
),                                                  

 

siempre que N esté definido como una función de t. Ahora, 

consideremos z, la solución de la ecuación 

{
   𝒛′(𝒕) =  𝒓𝒛(𝒕) (𝟏 −

𝒛(𝒕)

𝑲
)

𝒛(𝟎) = 𝐦𝐚𝐱
𝒙∈𝛀

𝑵(𝒙, 𝟎)     
.                                                 

Usando el principio de comparación se obtiene que  

 

𝑵(𝒙, 𝒕) ≤ 𝒛(𝒕)                                                                         
 

y tomando en cuenta que para todo ϵ > 0 existe un Tϵ > 0 tal 

que z(t) < K + ϵ, si t ≥ Tϵ, se sigue que N(x,t) está definida 

para todo t ≥ 0, y 

 

𝐥𝐢𝐦𝐬𝐮𝐩
𝒕→∞

𝐦𝐚𝐱
𝒙∈𝛀

𝑵(𝒙, 𝒕) ≤ 𝑲.                                                    

 

Por otro lado, teniendo en cuenta que para ϵ > 0 dado, 

existe un Tϵ > 0, tal que N(x,t) ≤ K + ϵ, para todo x ∈ Ω y t > 
Tϵ, y usando la segunda ecuación de (1) se obtiene 

 

𝝏𝑷

𝝏𝒕
− 𝒅𝟐𝚫𝑷 ≤ 𝒔 (𝟏 −

𝒉𝑷

𝒃 + 𝑲+ 𝝐
)𝑷,                                        

 

para todo x ∈ Ω y t ≥ Tϵ. Finalmente, tomando z, la solución 

del problema de valor inicial: 

 

{
𝑧′(𝑡) =  𝑠 (1 −

ℎ𝑧(𝑡)

𝑏 + 𝐾 + 𝜖
) 𝑧(𝑡)

𝑧(𝑇𝜖) = max
𝑥∈Ω

𝑃(𝑥, 𝑇𝜖)                    
                                             

 

y usando el principio de comparación, se obtiene que 

 

limsup
𝑡→∞

max
𝑥∈Ω

𝑃(𝑥, 𝑡) ≤
𝑏 + 𝐾

ℎ
.                                                     

 

Esto concluye la demostración del Teorema. 

 

2.1 Análisis del modelo sin difusión 

 

En esta sección resumiremos los principales hechos so-

bre el sistema sin difusión, los cuales se necesitarán más ade-

lante. El sistema (1) sin difusión queda expresado como: 

 

{
𝑁′(𝑡) = 𝐹1(𝑁, 𝑃)

𝑃′(𝑡) = 𝐹2(𝑁, 𝑃)
.                                                               (10) 

 

2.1.1 Puntos de equilibrio del sistema sin difusión 

 

Los puntos de equilibrio del sistema (10) se obtienen 
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resolviendo las siguientes ecuaciones: 

 

{
𝐹1(𝑁, 𝑃) = 𝑟𝑁 (1 −

𝑁

𝐾
) −

𝑚𝑁𝑃

𝑎 + 𝑃
= 0,

𝐹2(𝑁, 𝑃) = 𝑠 (1 −
ℎ𝑃

𝑏 + 𝑁
)𝑃 = 0,          

                                  (11) 

 

En el primer cuadrante, el sistema (10) tiene los puntos 

de equilibrio triviales:  

 

𝐸1 = (0,0),  𝐸2 = (𝐾, 0) y 𝐸3 = (0, 𝑏/ℎ).  
 

Y se obtiene un punto de equilibrio no trivial usando las 

ecuaciones  

 

𝑟 (1 −
𝑁

𝐾
) −

𝑚𝑃

𝑎 + 𝑃
= 0 

y  

1 −
ℎ𝑃

𝑏 + 𝑁
= 0. 

 

Ahora, de 
ℎ𝑃

𝑏+𝑁
= 1, se obtiene 𝑃 =

𝑏+𝑁

ℎ
. Esta ecuación repre-

senta una recta en el plano (N,P), que corta el eje P en el 

punto 
𝑏

ℎ
. Por otro lado, 𝑟 (1 −

𝑁

𝐾
) −

𝑚𝑃

𝑎+𝑃
= 0, implica que 

𝑟 (1 −
𝑁

𝐾
) =

𝑚𝑃

𝑎+𝑃
, de donde 𝑟 (1 −

𝑁

𝐾
) = 𝑚 −

𝑚𝑎

𝑎+𝑃
. Luego de 

algunos cálculos se llega a la expresión:  

 

P = 𝑎(
1

1 −
r
m(

1 −
N
K)
− 1). 

 

Esta es la ecuación de una hipérbola que corta el eje P 

en el punto 𝑃 =
𝑎

𝑚

𝑟
−1
. Entonces, el punto de equilibrio no tri-

vial se obtiene como la intersección de las dos curvas: 

 

𝑃 =
𝑏+𝑁

ℎ
 y P = 𝑎 (

1

1−
r

m
(1−

N

K
)
− 1).                        (12) 

 

Por lo tanto, se presentan dos casos:  

1) Si m > r, entonces existe un punto de equilibrio no 

trivial, sí y solo si 

𝑏

ℎ
<

𝑎
𝑚
𝑟
− 1

, 

es decir, si  

𝑏𝑚

𝑎ℎ + 𝑏
< 𝑟. 

Esto se puede observar en la Figura 1. 

 
Fig. 1. Punto de equilibrio no trivial para m > r   

(Fuente: elaboración propia) 

 

2) Si m ≤ r, entonces siempre existe un punto de equi-

librio no trivial, como se puede observar en la fi-

gura 2. 

 

 
Fig. 2. Punto de equilibrio no trivial para m ≤ r   

(Fuente: elaboración propia) 

 

Denotemos el equilibrio no trivial por E∗ = (N∗,P∗). 
 

2.1.2 Estabilidad de los puntos de equilibrio 

En esta sección se estudiará la estabilidad de los puntos 

de equilibrio del sistema (10). 

Las derivadas parciales del campo vectorial del sistema 

son las siguientes: 

 

𝝏𝑭𝟏
𝝏𝑵

=  𝒓 (𝟏 −
𝟐𝑵

𝑲
) −

𝒎𝑷

𝒂 + 𝑷
,

𝝏𝑭𝟏
𝝏𝑷

= −
𝒂𝒎𝑵

(𝒂 + 𝑷)𝟐
,                  

 

                                                 

𝝏𝑭𝟐
𝝏𝑵

=
𝒔𝒉𝑷𝟐

(𝒃 + 𝑵)𝟐
,                                                                      

                      
𝝏𝑭𝟐
𝝏𝑷

= 𝒔(𝟏 −
𝟐𝒉𝑷

𝒃 + 𝑵
).                                                            

 

Luego, la matriz jacobiana es 
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𝑱 =

[
 
 
 
  𝒓 (𝟏 −

𝟐𝑵

𝑲
) −

𝒎𝑷

𝒂 + 𝑷
−

𝒂𝒎𝑵

(𝒂 + 𝑷)𝟐

𝒔𝒉𝑷𝟐

(𝒃 + 𝑵)𝟐
𝒔 (𝟏 −

𝟐𝒉𝑷

𝒃 + 𝑵
)
]
 
 
 
 

.             

 

Estabilidad local de los puntos de equilibrio 

Evaluando en el punto de equilibrio 𝑬𝟏 = (𝟎, 𝟎),  la 

matriz jacobiana es: 

 

𝑱(𝑬𝟏) = [
 𝒓 𝟎
𝟎 𝒔

].                                                                 

 

Luego, los dos autovalores de 𝐽(𝐸1) son positivos, por lo 

tanto, este es un equilibrio inestable o fuente. 

 

Evaluando en el punto de equilibrio 𝐸2(𝐾, 0), la matriz 

jacobiana es: 

𝐽(𝐸2) = [
−𝑟 −

𝑚𝐾

𝑎
0 𝑠

].                                                              

 

Esta matriz tiene un autovalor negativo y uno positivo, luego, 

𝐸2 es un punto de silla. 

 

Evaluando en el punto de equilibrio 𝐸3 (0,
𝑏

ℎ
), la matriz 

jacobiana es: 

𝐽(𝐸3) = [
𝑟 −

𝑚𝑏

𝑎ℎ + 𝑏
0

𝑠

ℎ
−𝑠
].                                                    

El punto 𝐸3 es un punto de silla, si 𝑟 −
𝑚𝑏

𝑎ℎ+𝑏
> 0, y es 

local asintóticamente estable si 𝑟 −
𝑚𝑏

𝑎ℎ+𝑏
< 0. 

 

Para el equilibrio no trivial 𝐸∗ = (𝑁∗, 𝑃∗), se cumple que 

 

𝑟 (1 −
𝑁

𝐾
) −

𝑚𝑃∗
𝑎 + 𝑃∗

= 0                            (13) 

y 
ℎ𝑃∗

𝑏 + 𝑁∗
= 1.                                                   (14) 

  

Luego, la matriz jacobiana es: 

 

𝐽(𝐸∗) = [
−
𝑟𝑁∗
𝐾

−
𝑎𝑚𝑁∗

(𝑎 + 𝑃∗)
2

𝑠

ℎ
−𝑠

].                                               

 

La ecuación característica de 𝐽(𝐸∗) es 

 

𝜆2 − 𝑡𝑟𝑎𝑧𝑎(𝐽(𝐸∗)) + det 𝐽(𝐸∗) = 0. 
 

Tomando en cuenta que 𝑅𝑒(𝜆) < 0 sí y sólo si 

𝑡𝑟𝑎𝑧𝑎(𝐽(𝐸∗)) < 0 y det 𝐽(𝐸∗) > 0, se sigue que 𝐸∗ siempre 

es local asintóticamente estable, ya que  

 

𝑡𝑟𝑎𝑧𝑎 (𝐽(𝐸∗)) = −(
𝑟𝑁∗
𝐾
+ 𝑠) < 0 

y 

det(𝐽(𝐸∗)) =
𝑠𝑟𝑁∗
𝐾

+
𝑎𝑚𝑠𝑁∗

ℎ(𝑎 + 𝑃∗)
2
> 0. 

 

 

Estabilidad global del equilibrio no trivial 

 

Consideremos la función de Liapunov 

 

𝑉(𝑁, 𝑃) = 

𝜇 (𝑁 − 𝑁∗ −𝑁∗ ln (
𝑁

𝑁∗
)) + (𝑃 − 𝑃∗ − 𝑃∗ ln (

𝑃

𝑃∗
))  

 

donde 𝜇 es un parámetro positivo, el cual definiremos más 

adelante. Se tiene que 𝑉(𝑁∗, 𝑃∗) = 0 y 𝑉(𝑃,𝑁) > 0, si 𝑁 ≠
0 o 𝑃 ≠ 0. Derivando 𝑉 a lo largo de las trayectorias del sis-

tema (10), se obtiene: 

 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜇 (𝑁′ − 𝑁∗

𝑁∗
𝑁

𝑁′

𝑁∗
) + (𝑃′ − 𝑃∗

𝑃∗
𝑃

𝑃′

𝑃∗
)                         

= 𝜇 (1 −
𝑁∗
𝑁
)𝑁′ + (1 −

𝑃∗
𝑃
)𝑃′                                                

= 𝜇(𝑁 − 𝑁∗)
𝑁′

𝑁
 + (𝑃 − 𝑃∗)

𝑃′

𝑃
                                                 

= 𝜇(𝑁 − 𝑁∗) (𝑟 −
𝑟𝑁

𝐾
−

𝑚𝑃

𝑎 + 𝑃
) + (𝑃 − 𝑃∗) (𝑠 −

𝑠ℎ𝑃

𝑏 + 𝑁
) 

= 𝜇(𝑁 − 𝑁∗) (−
𝑟(𝑁 − 𝑁∗)

𝐾
−𝑚(

𝑃

𝑎 + 𝑃
−

𝑃∗
𝑎 + 𝑃∗

))        

−𝑠ℎ(𝑃 − 𝑃∗) (
𝑃

𝑏 + 𝑁
−

𝑃∗
𝑏 + 𝑁∗

)                                               

= −
𝜇𝑟

𝐾
(𝑁 − 𝑁∗)

2 − 𝑎𝜇𝑟
(𝑁 − 𝑁∗)(𝑃 − 𝑃∗)

(𝑎 + 𝑃)(𝑎 + 𝑃∗)
                        

−𝑠ℎ𝑏
(𝑃 − 𝑃∗)

2

(𝑏 + 𝑁)(𝑏 + 𝑁∗)
− 𝑠ℎ𝑁∗

(𝑃 − 𝑃∗)
2

(𝑏 + 𝑁)(𝑏 + 𝑁∗)
               

+𝑠ℎ𝑃∗
(𝑃 − 𝑃∗)(𝑁 − 𝑁∗)

(𝑏 + 𝑁)(𝑏 + 𝑁∗)
                                                            

= −
𝜇𝑟

𝐾
(𝑁 − 𝑁∗)

2 − 𝑠ℎ
(𝑏 + 𝑁∗)(𝑃 − 𝑃∗)

2

(𝑏 + 𝑁)(𝑏 + 𝑁∗)
                           

−𝑎𝜇𝑚
(𝑁 − 𝑁∗)(𝑃 − 𝑃∗)

(𝑎 + 𝑃)(𝑎 + 𝑃∗)
+ 𝑠ℎ𝑃∗

(𝑃 − 𝑃∗)(𝑁 − 𝑁∗)

(𝑏 + 𝑁)(𝑏 + 𝑁∗)
.           

 

Tomando  

𝜇 =
𝑠ℎ𝑃∗
𝑎𝑚

, 

entonces 
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𝑑𝑉 = −
𝑠ℎ𝑃∗𝑟

𝑎𝑚𝐾
(𝑁 − 𝑁∗)

2 − 𝑠ℎ
(𝑏 + 𝑁∗)(𝑃 − 𝑃∗)

2

(𝑏 + 𝑁)(𝑏 + 𝑁∗)
< 0.        

 

Luego, 
𝑑𝑉

𝑑𝑡
< 0, a lo largo de todas las trayectorias en el 

primer cuadrante, excepto en (𝑁∗, 𝑃∗). Por lo tanto, para el 

modelo sin difusión, 𝐸∗ es global asintóticamente estable. 

 

3 Análisis del equilibrio no trivial del sistema sin difusión 

Al ser constantes, los puntos de equilibrio del sistema 

(10) también son soluciones del sistema (1). Nos enfocare-

mos en el equilibrio no trivial E∗ = (N∗,P∗) del sistema (10) 

Más concretamente, en esta sección analizaremos la estabili-

dad de las soluciones notriviales en estado estacionario. La 

inestabilidad se entenderá según la siguiente definición.  

 

Definición 1. El equilibrio E∗ del sistema (1) se dice difusio-
nalmente Turing inestable, si es un equilibrio asintótica-
mente estable de (10) pero es inestable con respecto a (1) 
[Okubo, 2001, Vanegas et al., 2009]. 
 

La estabilidad de una solución estacionaria homogénea 

E∗ de (10) se estudiará por la vía del análisis de estabilidad 

linealizada. Haciendo W = U − E∗ y llamando A = J(E∗), como 

se vió previamente, el sistema linealizado de la ecuación de 

reacción-difusión (1) alrededor de E∗ está dado por: 

 

{
 

 
𝝏𝑾

𝝏𝒕
= 𝑫𝚫𝑾+𝑨𝑾  

𝝏𝑾

𝝏𝜼
= 𝟎                      

, 𝒙 ∈ 𝝏𝛀, 𝒕 > 𝟎                (𝟏𝟓) 

 

La solución trivial 𝑾 = 𝟎, es asintóticamente estable, sí 

y sólo si toda solución de (15) decae a cero cuando 𝒕 tiende 

al infinito. 

Denotemos por 𝝓𝒋(𝒙), la j-ésima autofunción del opera-

dor laplaciano −𝚫 sobre 𝛀 con condición de fluno nulo en la 

frontera. Es decir,  

 

−𝚫𝝓𝒋 + 𝝀𝒋𝝓𝒋 = 𝟎, 𝒙 ∈ 𝛀,                                                 

𝜼 ⋅ 𝛁𝝓𝒋 = 𝟎, 𝒙 ∈ 𝝏𝛀                                     

 

Para escalares 𝝀𝒋 satisfaciendo 𝟎 = 𝝀𝟎 < 𝝀𝟏 < 𝝀𝟐 < ⋯. La 

determinación de los pares (𝝓𝒋, 𝝀𝒋) es un problema estándar. 

El operador diferencial −𝚫, con condiciones de flujo nulo en 

la frontera, es autoadjunto en 𝑳𝟐(𝛀), es decir, 

 

∫−𝚫𝝍𝟏 ⋅ 𝝍𝟐
𝛀

𝒅𝒙 = ∫−𝚫𝝍𝟐 ⋅ 𝝍𝟏
𝛀

𝒅𝒙                                        

 

y es fácil ver que  

𝝀𝒋 =
∫ |𝚫𝝍𝒋|

𝟐
𝒅𝒙

𝛀

∫ 𝝍𝒋
𝟐𝒅𝒙

𝛀

> 𝟎,                                                              

 

para todo 𝒋 ≥ 𝟏. Sin pérdida de generalidad, podemos supo-

ner que las autofunciones 𝝓𝒋 son normalizadas, tal que 

‖𝝓𝒋‖𝑳𝟐(𝛀)
= 𝟏. Además, el conjunto de las funciones 𝝓𝒋 for-

man una base ortogonal para 𝑳𝟐(𝛀) y cualquier función se 

puede expandir como una serie de Fourier de la forma: 

 

𝒖(𝒙) =∑𝒖𝒋𝝓𝒋(𝒙).

∞

𝒋=𝟎

                                                                     

 

Usando estos preliminares, podemos resolver (15) 

expandiendo nuestra solución: 

 

𝑾(𝒙, 𝒕) =∑𝒔𝒋(𝒕)𝝓𝒋(𝒙),

∞

𝒋=𝟎

                                                          

donde cada 𝒔𝒋(𝒕) ∈ 𝕽
𝟐. Sustituyendo (16) en (15), tenemos: 

 

∑𝒔𝒋
′(𝒕)𝝓𝒋(𝒙)

∞

𝒋=𝟎

=∑𝑫𝒔𝒋(𝒕)𝚫𝝓𝒋(𝒙)

∞

𝒋=𝟎

+∑𝑨𝒔𝒋(𝒕)𝝓𝒋(𝒙)

∞

𝒋=𝟎

   

∑𝑠𝑗
′(𝑡)𝜙𝑗(𝑥)

∞

𝑗=0

=∑(−𝐷𝑠𝑗(𝑡)λj𝜙𝑗(𝑥) + 𝐴𝑠𝑗(𝑡)𝜙𝑗(𝑥))

∞

𝑗=0

   

∑(𝑠𝑗
′(𝑡) − (𝐴 − λj𝐷)𝑠𝑗(𝑡))

∞

𝑗=0

𝜙𝑗(𝑥) = 0.                            

 

Por lo tanto,  
𝑑𝑠𝑗(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵𝑗𝑠𝑗 , 

donde 𝐵𝑗 es la matriz 𝐵𝑗 = 𝐴 − 𝜆𝑗𝐷. 

 

La condición de estabilidad asintótica de la solución 

trivial 𝑊 = 0 de (15) es equivalente a que cada 𝐵𝑗 tenga au-

tovalores con parte real negativa para todo 𝑗. Los autovalores 

de la matriz 𝐵𝑗 están definidos por  

 

det(𝐵𝑗 − 𝜌𝐼) = 𝜌
2 − 𝜌 𝑡𝑟𝑎𝑧𝑎(𝐵𝑗) + det(𝐵𝑗) = 0.               

 

Ahora, estudiamos la estabilidad de 𝐸∗ con respecto al sis-

tema (1), sabiendo que se debe cumplir que 𝑡𝑟𝑎𝑧𝑎(𝐴) < 0 y 

det 𝐴 > 0. Pero traza(Bj) = traza(A) − λj (d1 + d2) < 0, 

debido a que traza(A) < 0, λ𝑗 ≥ 0, j = 0,1,2, …, y 𝑑1, 𝑑2 >

0. Además, 

 

det(Bj) = det(A − λjD)                                                               
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= det (
𝑎11 − 𝜆𝑗  𝑑1 𝑎12

𝑎21 𝑎22 − 𝜆𝑗𝑑2
)               

= (𝑎11 − 𝜆𝑗𝑑1)(𝑎22 − 𝜆𝑗𝑑2) − 𝑎12𝑎21.    

 

Luego, para que ocurra la inestabilidad de Turing, se 

debe satisfacer que det(Bj) ≤ 0, para algún 𝑗 ≥ 1. 

Para 𝜆 fijo, denotemos la parábola en el plano (λ, Hλ) 
por 

𝐻𝜆 = (𝜆𝑗𝑑1 − 𝑎11)(𝜆𝑗𝑑2 − 𝑎22) − 𝑎12𝑎21 = 0.   

 

Recordando que 𝑎11 = −
𝑟𝑁∗

𝐾∗
, 𝑎22 = −𝑠, 𝑎12 =

−
𝑎𝑚𝑁∗

(𝑎+𝑃∗)
2 y 𝑎21 =

𝑠

ℎ
, se sigue que 𝐻𝜆 > 0, para todo 𝜆 > 0. En 

efecto, la parábola abre hacia arriba y puede tener una o dos 

raíces reales, pero en este caso las raíces son negativas y 

como 𝐻𝜆(0) = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21 = det(𝐴) > 0, se cumple 

que 𝐻𝜆 > 0.  
Por lo tanto, 𝐸∗ no puede ser Turing inestable. Esto ge-

nera el siguiente resultado. 

 

Teorema 2. El equilibrio no trivial 𝐸∗ del sistema (1) siem-

pre es local asintóticamente estable. 

4 Estabilidad del equilibrio no trivial del sistema con di-

fusión 

Ahora, nos enfocaremos en la estabilidad asintótica de 

E∗. Biológicamente, la afirmación de estabilidad global de 

E∗ significa que no importa como se difundan las dos espe-

cies, ellas se distribuirán de forma homogénea en el espacio 

que ocupan, a medida que el tiempo tiende al infinito. En lo 

que sigue, se necesitan los siguientes resultados para probar 

la estabilidad global de E∗ para el sistema (1). 

 

Lema 2 Sean a y b constantes positivas. Suponga que ϕ,ψ ∈
 C1([a,∞)), ψ(t) ≥ 0 y 𝜙 es acotada inferiormente. Si 

ϕ′(t) ≤ −bψ(t) y ψ′(t) ≤ M en [𝑎, +∞) para alguna cons-

tante 𝑀, entonces lim
t→∞

𝜓(𝑡) = 0.  

 

Demostración. Ver Lema 2.2 en [Fan y Li, 2006]. 

 

Lema 3 Suponga que existe una constante 𝐶 > 0, tal que 

||U(⋅, t)||
L∞(Ω)

≤ C, para todo 𝑡 ≥ 0. Entonces,  

||U(⋅, t)||
C2,α(Ω)

≤ C, para todo t ≥ 2, 0 < α < 1. 

 

Demostración. Ver Teorema A.1 en [Brown and Dunne, 

1981]. 

 

Lema 4 Suponga que existe una constante C, tal que 

 

||𝑈(⋅, 𝑡)||
𝐿∞(𝛺)

≤ 𝐶,                                                              

 

||𝛻𝑈(⋅, 𝑡)||
𝐿∞(𝛺)

≤ 𝐶,                                                           

 

lim
𝑡→∞

||𝑈(𝑥, 𝑡) − 𝐸∗||𝐿2(𝛺) = 0                                             

 y 

lim
t→∞

||∇U(x, t)||
𝐿2(Ω)

= 0.                                                   

 

 Entonces,  

lim
t→∞

||𝑈(𝑥, 𝑡) − 𝐸∗||𝐿∞(𝛺) = 0. 

 

Demostración. Ver (Lema 3.2 [Fan and Li, 2006]. 

 

Supongamos que Ω es un dominio acotado con frontera 

suave en Rn y que u, v ∈ C2(Ω̅). Las siguientes son llamadas 

identidades de Green: 

 

∫ 𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝜂
𝑑𝑠

∂Ω

= ∫(𝑢𝛥𝑢 + 𝛻𝑣 ⋅ 𝛻𝑢)𝑑𝑥
Ω

, 

∇ (
𝑢

𝑣
) =

𝑣𝛻𝑢 − 𝑢𝛻𝑣

𝑣2
. 

 

Teorema 3. El punto de equilibrio E∗ es global asintótica-

mente estable para el sistema (1). 

 

Demostración. Definamos la función 

 

𝑉(𝑡) = 

∫ (μ(𝑁 − 𝑁∗ −𝑁∗ ln (
𝑁

𝑁∗
)) + 𝑃 − 𝑃∗ − 𝑃∗ ln (

𝑃

𝑃∗
))𝑑𝑥.

Ω

 

 

Es fácil ver que V(t) ≥ 0, para todo t ≥ 0. Derivando V(t) a 

lo largo de la solución de (1), obtenemos: 

𝑉′(𝑡) = ∫ {𝜇 [𝑁𝑡 −𝑁∗
𝑁∗
𝑁

𝑁𝑡
𝑁∗
] + 𝑃𝑡 − 𝑃∗

𝑃∗
𝑃

𝑃𝑡
𝑃∗
} 𝑑𝑥

Ω

 

= ∫ {𝜇 (1 −
𝑁∗
𝑁
)𝑁𝑡 + (1 −

𝑃∗
𝑃
)𝑃𝑡} 𝑑𝑥

Ω

 

= ∫ [𝜇(𝑁 − 𝑁∗)
𝑁𝑡
𝑁
+ (𝑃 − 𝑃∗)

𝑃𝑡
𝑃
]𝑑𝑥

Ω

. 

 

Ahora, empleando (1) se llega a que 

 

𝑉′(𝑡) = ∫ 𝜇(𝑁 − 𝑁∗) [𝑑1
Δ𝑁

𝑁
+ 𝑟 (1 −

𝑁

𝐾
 ) −

𝑚𝑃

𝑎 + 𝑃
] 𝑑𝑥

Ω

 

+∫(𝑃 − 𝑃∗) [𝑑2
ΔP

𝑃
+ 𝑠 −

𝑠ℎ𝑃

𝑏 + 𝑁
]𝑑𝑥

Ω

                              

 

= 𝑑1μ ∫ (𝑁 − 𝑁∗)
𝛥𝑁

𝑁
𝑑𝑥

Ω

 + 𝑑2∫(𝑃 − 𝑃∗)
ΔP

𝑃
𝑑𝑥

Ω

+  

𝜇∫(𝑁 − 𝑁∗) 
Ω

  [ 𝑟 (1 −
𝑁

𝐾
) −

𝑚𝑃

𝑎 + 𝑃
]𝑑𝑥 +                    

∫(𝑃 − 𝑃∗) [𝑠 −
𝑠ℎ𝑃

𝑏 + 𝑁
]𝑑𝑥

Ω

.                                                    
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Usando la identidad de Green se obtiene 

 

∫(𝑁 − 𝑁∗)
𝛥𝑁

𝑁
𝑑𝑥

Ω

= ∫ (1 −
𝑁∗
𝑁
)𝛥𝑁𝑑𝑥

Ω

=                            

∫ (1 −
𝑁∗
𝑁
)
𝜕𝑁

𝜕𝜂
𝑑𝑠

Ω

−∫ ∇(1 −
𝑁∗
𝑁
) ⋅ ∇𝑁𝑑𝑥

Ω

=                    

∫ ∇(
𝑁∗
𝑁
) ⋅ ∇𝑁𝑑𝑥

Ω

= −𝑁∗∫ (
∇𝑁 ⋅ ∇𝑁

𝑁2
)𝑑𝑥

Ω

=                    

−𝑁∗∫
|∇𝑁|2

𝑁2
𝑑𝑥

Ω

.                                                                        

 

Análogamente, 

 

∫(𝑃 − 𝑃∗)
𝛥𝑃

𝑃
𝑑𝑥

Ω

= −𝑃∗∫
|∇𝑃|2

𝑃2
𝑑𝑥

Ω

.                               

 

Luego, 

 

𝑉′(𝑡) = −𝑑1𝜇𝑁∗∫
|∇𝑁|2

𝑁2
𝑑𝑥

Ω

− 𝑑2𝑃∗∫
|∇𝑃|2

𝑃2
𝑑𝑥

Ω

+ 

𝜇∫(𝑁 − 𝑁∗) (𝑟 (1 −
𝑁

𝐾
 ) −

𝑚𝑃

𝑎 + 𝑃
)𝑑𝑥

Ω

+                 

∫(𝑃 − 𝑃∗) [𝑠 −
𝑠ℎ𝑃

𝑏 + 𝑁
]𝑑𝑥

Ω

.                                           

 

Pero teniendo en cuenta la ecuación (13): 

 

𝑟 (1 −
𝑁

𝐾
 ) −

𝑚𝑃

𝑎 + 𝑃
=                                                        

(𝑟 −
𝑟𝑁∗
𝐾
−

𝑚𝑃∗
𝑎 + 𝑃∗

) −
𝑟𝑁

𝐾
+
𝑟𝑁∗
𝐾
−

𝑚𝑃

𝑎 + 𝑃
+

𝑚𝑃∗
𝑎 + 𝑃∗

= 

−
𝑟𝑁

𝐾
+
𝑟𝑁∗
𝐾
−

𝑚𝑃

𝑎 + 𝑃
+

𝑚𝑃∗
𝑎 + 𝑃∗

=                                   

−
𝑟

𝐾
(𝑁 − 𝑁∗) + 𝑚 (

𝑃∗
𝑎 + 𝑃∗

−
𝑃

𝑎 + 𝑃
) =                     

−
𝑟

𝐾
(𝑁 − 𝑁∗) + 𝑚(

𝑎𝑃∗ + 𝑃𝑃∗ − 𝑎𝑃 − 𝑃𝑃∗
(𝑎 + 𝑃∗)(𝑎 + 𝑃)

) =       

−
𝑟

𝐾
(𝑁 − 𝑁∗) − 𝑎𝑚

𝑃 − 𝑃∗
(𝑎 + 𝑃∗)(𝑎 + 𝑃)

.                      

 

Y también, teniendo en cuenta la ecuación (14): 

 

𝑠 −
𝑠ℎ𝑃

𝑏 + 𝑁
= 𝑠 −

𝑠ℎ𝑃∗
𝑏 + 𝑁∗

+
𝑠ℎ𝑃∗
𝑏 + 𝑁∗

−
𝑠ℎ𝑃

𝑏 + 𝑁
= 

𝑠ℎ𝑃∗
𝑏 + 𝑁∗

−
𝑠ℎ𝑃

𝑏 + 𝑁
= 𝑠ℎ (

𝑃∗
𝑏 + 𝑁∗

−
𝑃

𝑏 + 𝑁
) =     

𝑠ℎ(𝑏𝑃∗ +𝑁𝑃∗ − 𝑏𝑃 − 𝑃𝑁∗)

(𝑏 + 𝑁∗)(𝑏 + 𝑁)
=                           

𝑠ℎ (
𝑏(𝑃∗ − 𝑃)

(𝑏 + 𝑁∗)(𝑏 + 𝑁)
+

𝑁𝑃∗ − 𝑃𝑁∗
(𝑏 + 𝑁∗)(𝑏 + 𝑁)

) =  

 

𝑠ℎ (
−𝑏(𝑃 − 𝑃∗)

(𝑏 + 𝑁∗)(𝑏 + 𝑁)
+
𝑁𝑃∗ −𝑁∗𝑃∗ + 𝑁∗𝑃∗ − 𝑃𝑁∗

(𝑏 + 𝑁∗)(𝑏 + 𝑁)
) = 

= 𝑠ℎ( −
𝑏(𝑃 − 𝑃∗)

(𝑏 + 𝑁∗)(𝑏 + 𝑁)
+ 𝑃∗

𝑁 − 𝑁∗
(𝑏 + 𝑁∗)(𝑏 + 𝑁)

          

−
𝑁∗(𝑃 − 𝑃∗)

(𝑏 + 𝑁∗)(𝑏 + 𝑁)
                                                            

 

Sustituyendo estas expresiones en V'(t) se obtiene: 

 

V′(t) = −𝑑1𝜇𝑁∗∫
|𝛻𝑁|2

𝑁2
𝑑𝑥

𝛺

− 𝑑2𝑃∗∫
|𝛻𝑃|2

𝑃2𝛺

𝑑𝑥 +       

μ∫ (−
𝑟

𝐾
 (𝑁 − 𝑁∗)

2 − 𝑎𝑚
(𝑃 − 𝑃∗)(𝑁 − 𝑁∗)

(𝑎 + 𝑃∗)(𝑎 + 𝑃)
)𝑑𝑥

𝛺

+     

  

𝑠ℎ ∫ (−
𝑏(𝑃 − 𝑃∗)

2

(𝑏 + 𝑁∗)(𝑏 + 𝑁)
+
𝑃∗(𝑃 − 𝑃∗)(𝑁 − 𝑁∗)

(𝑏 + 𝑁∗)(𝑏 + 𝑁)
)

𝛺

𝑑𝑥  

−𝑠ℎ∫
(𝑃 − 𝑃∗)

2𝑁∗
(𝑏 + 𝑁∗)(𝑏 + 𝑁)

𝑑𝑥
Ω

                                                 

= −𝑑1𝜇𝑁∗∫
|𝛻𝑁|2

𝑁2
𝑑𝑥 

𝛺

− 𝑑2𝑃∗  ∫
|𝛻𝑃|2

𝑃2𝛺

𝑑𝑥 −             

𝜇
𝑟

𝐾
∫  (𝑁 − 𝑁∗)

2𝑑𝑥 
𝛺

− 𝑎𝜇𝑚 ∫
(𝑃 − 𝑃∗)(𝑁 − 𝑁∗)

(𝑎 + 𝑃∗)(𝑎 + 𝑃)𝛺

𝑑𝑥 − 

∫
𝑏𝑠ℎ(𝑃 − 𝑃∗)

2

(𝑏 + 𝑁∗)(𝑏 + 𝑁)
𝑑𝑥

𝛺

+∫
𝑠ℎ 𝑃∗(𝑁 − 𝑁∗)(𝑃 − 𝑃∗)

(𝑏 + 𝑁∗)(𝑏 + 𝑁)
𝑑𝑥

𝛺

 

−𝑠ℎ∫
𝑁∗(𝑃 − 𝑃∗)

2

(𝑏 + 𝑁∗)(𝑏 + 𝑁)𝛺

𝑑𝑥. 

 

Escogiendo μ =
shP∗

am
, se obtiene 

 

𝑉′(𝑡) = −
𝑑1𝑠ℎ𝑁∗𝑃∗
𝑎𝑚

∫
|𝛻𝑁|2

𝑁2
𝛺

𝑑𝑥 − 𝑑2𝑃∗∫
|𝛻𝑃|2

𝑃2𝛺

𝑑𝑥  

−
𝑟𝑠ℎ𝑃∗
𝑎𝑚𝐾

∫(𝑁 − 𝑁∗)
2

𝛺

𝑑𝑥 − 𝑠ℎ∫
(𝑃 − 𝑃∗)

2

𝑏 + 𝑁
𝑑𝑥

𝛺

.             

 

 

Por otro lado, usando el Teorema 1, existen constantes 

𝑘1 > 0 y 𝑘2 > 0, tales que 

 
𝑑𝑉

𝑑𝑡
≤ −𝑘1∫((𝑁 − 𝑁∗)

2 + (𝑃 − 𝑃∗)
2)

𝛺

𝑑𝑥 

−𝑘2∫ (|𝛻𝑁|
2 + |𝛻𝑃|2)𝑑𝑥.

𝛺

 

  

Tomemos 

 

𝜓1(𝑡) =  ∫((𝑁 − 𝑁∗)
2 + (𝑃 − 𝑃∗)

2)𝑑𝑥
𝛺

 

y 

 

𝜓2(𝑡) = ∫(|𝛻𝑁|
2 + |𝛻𝑃|2)

𝛺

𝑑𝑥 
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Derivando 𝜓1(𝑡) y 𝜓2(𝑡),  obtenemos 

 

𝜓1
′ (𝑡) =  2∫((𝑁 − 𝑁∗)𝑁𝑡 + (𝑃 − 𝑃∗)𝑃𝑡)𝑑𝑥

𝛺

 

y 

𝜓2
′ (𝑡) = 2∫(𝛻𝑁𝑡 ⋅ 𝛻𝑁 + 𝛻𝑃𝑡 ⋅ 𝛻𝑃)𝑑𝑥

𝛺

= 

2∫((𝑑1𝛻 (𝛥𝑁) + 𝛻𝐹1(𝑁, 𝑃)) ⋅ 𝛻𝑁 
𝛺

                          

 +(𝑑2𝛻(𝛥𝑃) + 𝛻 𝐹2(𝑁, 𝑃)) ⋅ 𝛻𝑃) 𝑑𝑥 =  

 

2∫(𝑑1𝛻(𝛥𝑁) ⋅ 𝛻𝑁 + 𝛻𝐹1(𝑁, 𝑃) ⋅ 𝛻𝑁 +                    
𝛺

 

𝑑2𝛻(𝛥𝑃) ⋅ 𝛻𝑃 + 𝛻𝐹2(𝑁, 𝑃) ⋅ 𝛻𝑃) 𝑑𝑥.                        
 

Luego, 

 

𝜓2
′ (𝑡) = 2∫(−𝑑1(Δ𝑁)

2 − 𝐹1(𝑁, 𝑃)ΔN
Ω

                                    

−𝑑2(𝛥𝑁)
2 − 𝐹2(𝑁, 𝑃)𝛥𝑃)𝑑𝑥.                 

 

Ya que el sistema (1) es puntualmente disipativo, del 

Lema 3 se sigue que 𝜓1
′ (𝑡) y 𝜓2

′ (𝑡) son acotadas en [2, +∞). 
Ahora, aplicando el Lema 2, concluimos que 𝜓1(𝑡), 𝜓1(𝑡) →
 0, cuando 𝑡 → ∞. Por lo tanto, 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

||𝑁(𝑥, 𝑡) − 𝑁∗||𝐿2(𝛺) = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

||𝑃(𝑥, 𝑡) − 𝑃∗||𝐿2(𝛺) = 0.   

 

y 

 

lim
t→∞

 ||∇N(x, t)||
L2(Ω)

= lim
t→∞

||∇P(x, t)||
L2(Ω)

 =  0.                

  

Luego, usando el Lema 4, concluimos que 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

||𝑁(𝑥, 𝑡) − 𝑁∗||𝐿∞(𝛺) = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

||𝑃(𝑥, 𝑡) − 𝑃∗||𝐿{∞}(𝛺) = 0. 

 

  

Por lo tanto, el equilibrio no trivial E∗ del sistema (1) es glo-

bal asintóticamente estable. 

 

5 Conclusiones 

Se analizó un sistema de ecuaciones de Leslie-Gower 

para modelar el comportamiento de un sistema depredador-

presa, con respuesta funcional del tipo Holling II y con tér-

minos difusivos. El sistema sin difusión posee tres puntos de 

equilibrio triviales, correspondientes al origen de coordena-

das (0, 0), a la capacidad de carga de las presas (K, 0) y la 

capacidad de carga de los depredadores (0, b/h). También se 

encontraron condiciones para la existencia de un equilibrio 

no trivial, el cual es global asintóticamente estable. Por otro 

lado, se demostró que el problema principal está bien plan-

teado biológicamente y que su dinámica relevante se concen-

tra en un conjunto dado, es decir, se mostró la disipatividad 

puntual del modelo con difusión usando teoremas de compa-

ración. Además, mediante una función de Liapunov se probó 

la estabilidad global del único punto de equilibrio no trivial 

del sistema, tanto sin difusión, como con difusión.  
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