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Resumen

El objetivo de este articulo es estudiar la dinamica global de un modelo depredador-presa del tipo Leslie-Gower con res-
puesta funcional del tipo Holling 1l como funcion del depredador y con difusion. Mostramos la disipatividad puntual del

modelo, asi como la estabilidad global del equilibrio no trivial.
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Abstract

The main goal of this paper is to study the global dynamics of a Leslie-Gower predator-prey model with functional response
of Holling type Il as function of predator and with diffusion. We prove the dissipativity of the model and the global stability

of the nontrivial equilibrium.

Keywords: Reaction, diffusion, Leslie-Gower, predator-prey, stability.

1 Introduccién

Los modelos presa-depredador son un tipo de modelo
matematico que se utiliza para estudiar la interaccion entre
una poblacidn de presas y su depredador natural. Estos mo-
delos estan basados en la Ley de Lotka-Volterra, y se utilizan
para predecir como se afectan mutuamente las poblaciones
de presas y depredadores a lo largo del tiempo. En estos mo-
delos, una de las consideraciones que se pueden hacer, es que
a medida que la poblacién de presas crece, también lo hace
la poblacién de depredadores, lo que a su vez reduce el ni-
mero de presas. A medida que disminuye la poblacion de pre-
sas, disminuye la poblacién de depredadores, lo que permite
gue vuelvan a crecer las poblaciones de presas. Si este pro-
ceso se repite a lo largo del tiempo, dara lugar a patrones ci-
clicos de crecimiento y declive en ambas poblaciones. Sin
embargo, al considerar otras respuestas funcionales, las po-
blaciones de presas y depredadores pueden converger a un
punto dado, llamado punto de equilibrio del sistema. Estas
respuestas funcionales, relacionan las densidades de los

individuos estudiados a través de funciones, las cuales se
vuelven mas complejas, a medida que se consideran nuevas
formas de interaccion entre las especies.

En este articulo se estudia el siguiente modelo depreda-
dor-presa del tipo Leslie-Gower modificado y con difusion:

aN—dAN+ N<1 N) PN

at ~ * r K a+P )
aP-—d AP + (1 hp )P

at ~ ° s b+ N

sujeto a condiciones de contorno del tipo Newmann homo-
géneas
ON 0P

%—%—0, x € 01, t>0

y condicién inicial dada por

N(x,0) =¢p;(x) = 0, P(x,0) =¢p,(x) = 0,x€Q, (2)
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donde x pertenece al conjunto acotado y conexo Q < R™,
parat>0; N(x,t) y P(x,t) representan la densidad de po-
blacion en el tiempo ty el punto x € Q de presas y depreda-
dores, respectivamente. Los parametros d,,d,,r, K,m,s, h,
a 'y b son constantes positivas.

Originalmente Leslie [Leslie, 1948] introdujo el si-
guiente sistema:

N' = N(l N) NP
=r %)~ m

P = (1 hP)P

(3)

donde r es la tasa de crecimiento especifica de la presa en
ausencia de depredadores y sin limitaciones ambientales; en
ausencia de depredadores, la poblacion de presas crece logis-
ticamente con capacidad de carga K y m es la tasa maxima
de consumo per capita del depredador, s es la tasa de creci-
miento intrinseca del depredador y la capacidad de carga de
depredadores en el ambiente es proporcional a la abundancia
de presas N/h, donde h es el factor de conversién de presas
en depredadores. En el sistema (3), Leslie observé el hecho
de que existen limites superiores en la tasa de crecimiento de
las presas y los depredadores, las cuales no son reconocidas
en el modelo de Lotka-Volterra. Estos limites superiores se
pueden aproximar con condiciones favorables: para el depre-
dador cuando el nimero de presas por depredador es grande;
para la presa cuando el nimero de depredadores (y también
el nimero de presas) es pequefio [Huo and Li, 2004]. El sis-
tema (3), conocido como modelo depredador-presa de Les-
lie-Gower ha sido discutido en [Leslie and Gower, 1960], en
[Korobeinkov, 2001] y las referencias en ellos.

En el sistema (1) se supone que la tasa de nacimiento
unitario de la presa es una funcién del tipo Michaelis-Menten
en P, la cual representa un crecimiento mondtono hasta un
nivel finito de saturacién. El pardametro a es la constante de
saturacion, b es la medida de la capacidad de carga del de-
predador en el ambiente cuando esté ausente la fuente de ali-
mentacién mas favorable. En otras palabras, b mide la mayor
capacidad de nacimientos de depredadores que el ambiente
puede soportar en ausencia de presas [Duque and Sivoli,
2022, Zhang et al., 2017].

2 Marco Tedrico

En esta seccidn se prueba que el sistema de reaccion di-
fusion (1) genera un sistema dindmico y que esta bioldgica-
mente bien planteado sobre un espacio de Banach adecuado.

Sean las funciones

Fi(N,P)=rN (1 N mNP

Py =i (1-) =255 .
s ©

FZ(N,P)—S(l—b_I_—N)P,

y definamos los vectores F = (F,, F;), U= (N, P) y la matriz
D =diag(d,, d,). Considerando la condicion inicial (2), el

sistema (1) se puede escribir como:

oU
(E(x, £) = DAU(x, £) + F(U), x € Q,t > 0

au

—(x,t)= 0,x €00, t >0 (5)
an

U(x,0) = ¢p(x),x € Q

Sea X el espacio de Banach X; x X,, donde X; =
C(Q),i = 1,2, con norma definida por |@| = |@,| + |@,l.
Sean A% y A%, los operadores diferenciales AYN = d;AN'y
ASP = d,AP, definidos sobre los dominios D (4%), dado por:

_ N
{N € CP@NCI@: AN € C@), G =0x € an}
y D(A3), dado por:
_ __op
{P € C* @ nC'@: 4P € CQ) 5= 0,x €00 }

Las clausuras Ay de A% y Ap de A en X; generan semi-
grupos analiticos de operadores lineales acotados Tn(t) y
Te(t) para t > 0, tales que N(t) = Tn(t)e1 Y P(t) = Tp (t)@2 SON
soluciones de las ecuaciones diferenciales lineales abstractas
en Xi, dadas por N'(t) = An N(t), P'(t) =Ap P(1).

Una propiedad adicional del semigrupo es que para cada
t>0, Tn(t) y Tr(t), son operadores compactos. En el lenguaje
de las ecuaciones diferenciales parciales,

N(x,t) = [Tn(®)ea(X) y P(x,t) = [Te()92](X),

son soluciones clasicas del problema de valores en la frontera
dado en (5), con F1 =F,=0.

Sea T(t):X—X definida por T(t) = Tn(t)xTr(t). Enton-
ces, T(t) es un semigrupo de operadores sobre X, generado
por el operador A = An X Ap, definido sobre D(A) = D(An)
x D(Ap) y U(x, t) = [T(t)@](x) es la solucion del sistema lineal

aou
E(x,t) =DAU(x,t),x et >0

ou
—(,t)=0,x€dQt>0
on

U(x,0) = p(x),x €Q

El término no lineal F es dos veces continuamente dife-
renciable en U. Por lo tanto, podemos definir la aplicacion
[F<(0)](x) = F(o(x)) la cual envia X en si mismo, y la ecua-
cién (5) se puede ver como la ecuacion diferencial ordinaria
abstracta en X dada por:

u'(t) = Au(t) + F*(u(t)), u(0) = . (6)
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Mientras que una solucién u(t) de la ecuacion (6) se
puede obtener bajo la restriccién de ¢ € D(A), una solucién
moderada se puede obtener para cada ¢ € X, requiriendo solo
gue u(t) sea una solucion continua de la siguiente ecuacién
integral:

t
u(t) =T +f T(t - s)F*(u(s))ds, tel[0,8), ()

donde B = B(¢) < oo. Restringiendo nuestra atencion a funcio-
nes @ en el conjunto

Xa={p€eX:pkx) EAxEQ]

donde A={U=(N,P) € R=N=>0,P >0}y tomando en
cuenta la definicion de las funciones F;, obtenemos que
F,(0,P) =0y F(N, 0)=0paraU € A. Luego, el Corolario
3.2 de [Smith, 1995(p129)] implica que se satisface la condi-
cion de Nagumo para la invarianza positiva de A, es decir,

hlirg+ h~ dis(A, U + hF(U)) = 0,U € A. (8)

Por otro lado, la aplicacién directa del principio fuerte
del m&ximo parabdlico nos permite mostrar que el semigrupo
lineal T(t) hace a X, positivamente invariante, es decir,

T(t)X,c X,, t=0. (9
Finalmente, las condiciones (8) y (9) juntas, permiten

aplicar el teorema 3.1 de [Smith, 1995(p127)], lo cual nos da
el siguiente Lema.

Lema 1. Para cada ¢ € Xa, el sistema (1) tiene una Unica
solucién moderada u(t) = u(ep,7) € X, y una solucion clasica
U(x,t) = [u(®)](x). Ademas, el conjunto X, es positivamente
invariante bajo el flujo y«(x) = u(e,) inducido por (1).

Luego, el sistema (1) estd bien planteado bioldgica-
mente y su dindmica relevante se concentra en Xa.

El siguiente teorema nos muestra que las soluciones del
sistema (1) estan acotadas y por tanto definidas para todo
t>0.

Teorema 1. Sea (N, P) una solucién de (1). Entonces, se
cumple que

limsupmaxN(x,t) < K
XEN

t—oo

y

li P( t)<b+K
msup max PO 0 < 5

Demostracion. De la primera ecuacion del sistema (1), se si-
gue que

JON

N
—; ~ LAN < N (1 ——),

K
siempre que N esté definido como una funcién de t. Ahora,

consideremos z, la solucion de la ecuacion

z'(t) = rz(t) <1 — %)

z(0) = maxN(x,0)
xXEQ
Usando el principio de comparacion se obtiene que
N(x,t) < z(t)

y tomando en cuenta que para todo € > 0 existe un Te> 0 tal
que z(t) < K + € si t = T, Se sigue que N(xt) esta definida
paratodo t= 0,y

limsup max N(x,t) < K.
XEQ

t—ooo

Por otro lado, teniendo en cuenta que para € > 0 dado,
existe un Te> 0, tal que N(xt) <K+ ¢ paratodoxe Qy t>
Te y usando la segunda ecuacion de (1) se obtiene

(i) d
_—dzAP < S(l

hP)
at ’

" b+K+e

para todo x € Qy t = Te Finalmente, tomando z, la solucion
del problema de valor inicial:

h
zZ’(t)=s <1 - #&) z(t)
z(T,) = TEEB(P(x' Te)

y usando el principio de comparacion, se obtiene que

li P( t)<b+K
msup MK Pl 1) £ =5

Esto concluye la demostracion del Teorema.
2.1 Analisis del modelo sin difusion
En esta seccidn resumiremos los principales hechos so-

bre el sistema sin difusidn, los cuales se necesitaran mas ade-
lante. El sistema (1) sin difusién queda expresado como:

{N’(t) = F,(N, P)

P'(t) = Fy(N, P)’ (10

2.1.1 Puntos de equilibrio del sistema sin difusion

Los puntos de equilibrio del sistema (10) se obtienen
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resolviendo las siguientes ecuaciones:
Fy(N,P) = N(1 N) mNP _
W= K) a+P
hP (11 t
F,(N,P =s<1——)P=O, a
2( ) b+ N a rm_q
\r
En el primer cuadrante, el sistema (10) tiene los puntos
de equilibrio triviales: e
b i S
El = (0,0), E2 = (K, 0) y E3 = (0, b/h) h e e
; . .
Y se obtiene un punto de equilibrio no trivial usando las ) N -
. Fig. 1. Punto de equilibrio no trivial param > r
ecuaciones (Fuente: elaboracion propia)
r (1 — E) _ mpP =0 2) Sim <r, entonces siempre existe un punto de equi-
K/ a+P librio no trivial, como se puede observar en la fi-
y P gura 2.
1-——=0.
b+ N
Ahora, de % =1, se obtiene P = %. Esta ecuacion repre- [ l
senta una recta en el plano (N,P), que corta el eje P en el ‘
punto % Por otro lado, r (1 —%) —% =0, implica que a ‘
N mpP N ma
r (1 - E) = =, de donde (1 - E) =m — 2% Luego de (N‘\P)
algunos célculos se llega a la expresion: bl -- ?
mah-n . A ]
m._4
1 r
P=a|——F———-—-1 .O I .
r N Fig. 2. Punto de equilibrio no trivial param < r
1- m (1 - K) (Fuente: elaboracion propia)

Esta es la ecuacion de una hipérbola que corta el eje P Denotemos el equilibrio no trivial por E«= (N,Px).

a

enelpunto P = - Entonces, el punto de equilibrio no tri-

vial se obtiene como la interseccion de las dos curvas: 2.1.2  Estabilidad de los puntos de equilibrio
En esta seccidn se estudiard la estabilidad de los puntos
_bAN o 1 de equilibrio del sistema (10).
P = Y P=a (1_%(1_5) - 1)' (12) Las derivadas parciales del campo vectorial del sistema

son las siguientes:
Por lo tanto, se presentan dos casos:

1) Sim > r, entonces existe un punto de equilibrio no
trivial, si y solo si

OF, ( ZN) mpP
aN | K) a+P

1]

oF, amN
b__a aP  (a+P)?
h "o 2
r 0F,  shP
es decir, si oN  (b+N)?
bm < oF, ( 2hP )
ah+b ap U b+nN/)

Esto se puede observar en la Figura 1.
Luego, la matriz jacobiana es
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amN ]
" (a+ P)?

1=[ .
| (a-22)

Estabilidad local de los puntos de equilibrio

Evaluando en el punto de equilibrio E; = (0,0), la
matriz jacobiana es:

2N mP
r (1 - 7) a+P
shP?
(b + N)2

ao-1;

Luego, los dos autovalores de J(E;) son positivos, por lo
tanto, este es un equilibrio inestable o fuente.

Evaluando en el punto de equilibrio E, (K, 0), la matriz
jacobiana es:
mK
J(Ey) = I_r T a |
0 s

Esta matriz tiene un autovalor negativo y uno positivo, luego,
E, es un punto de silla.

Evaluando en el punto de equilibrio E5 ( ) la matriz
jacobiana es:

mb :
r—
](ES) — ash +b
E —S

. . b
El punto E; es un punto de silla, si r — % >0,y es
i . b
local asintéticamente estable si r — a% <0

Para el equilibrio no trivial E, = (N,, P,), se cumple que

(1 N) mk__ 13

"UTk) Tavpr T (13)
Y hP,

= 14

b+N, (14)

Luego, la matriz jacobiana es:

rN, amN,
K (a+ P.)?
s .

J(ED =

E —S

La ecuacion caracteristica de J(E.) es

22 — traza(J(E.)) + detJ(E,) = 0.

Tomando en cuenta que Re(1) <0 si y sélo si
traza(J(E.)) < 0y detJ(E.) > 0, se sigue que E, siempre
es local asintéticamente estable, ya que

rN,
traza (J(E,)) = —( z s) <0
Y N, N,
sTN, amsN,
det(J(E))) = i CENAE > 0.

Estabilidad global del equilibrio no trivial
Consideremos la funcion de Liapunov
V(N,P) =

M(N—N*—N*ln<%)>+(P—P*—P*ln(§*)>

donde u es un parametro positivo, el cual definiremos mas
adelante. Se tiene que V(N,,P,) =0y V(P,N) > 0,si N #
00 P = 0. Derivando V a lo largo de las trayectorias del sis-
tema (10), se obtiene:

@ _ (NN
ac M “NN.

= (1 N*)N'+(1 P*)P'
—# N p)

—av -y L p-pyt
=K N “p

p B
PP

:ﬂ(N—N*)(r—%—anj__i)) +(P— P)(s—bShP)
=M(N—N*)<—T(N;N*)—m(a+P a+P)
—sh(P — P)(b+N b-I:*N)

(N-NJ(P—-P)

(a+P)(a+P)
(P~ P)?
(b+N)b+N,)

r
= —%(N —N,)?% —aur

hb (P —R)* hN
S BFMb Ny M

(P—P)N—-N,)

(b+N)(Db+N,)
ur

=B w-ny2-sh

M Pt Py TSP

+shP,

(b + N*)(P - P*)Z

(b+N)(b+N,)
(P-P)(N-N)

(b+N)(B+N)

Tomando

entonces
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shP,r
amK

(b +N,)(P - P)?
(N =N,)? —sh TEOIEA) <0.

av =

d .
Luego, d—: < 0, a lo largo de todas las trayectorias en el

primer cuadrante, excepto en (N,, P,). Por lo tanto, para el
modelo sin difusién, E, es global asint6ticamente estable.

3 Anadlisis del equilibrio no trivial del sistema sin difusion

Al ser constantes, los puntos de equilibrio del sistema
(10) también son soluciones del sistema (1). Nos enfocare-
mos en el equilibrio no trivial E« = (N.,P.) del sistema (10)
Maés concretamente, en esta seccion analizaremos la estabili-
dad de las soluciones notriviales en estado estacionario. La
inestabilidad se entendera segun la siguiente definicion.

Definicion 1. E/ equilibrio E« del sistema (1) se dice difusio-
nalmente Turing inestable, si es un equilibrio asintdtica-
mente estable de (10) pero es inestable con respecto a (1)
[Okubo, 2001, Vanegas et al., 2009].

La estabilidad de una solucién estacionaria homogénea
E.de (10) se estudiara por la via del analisis de estabilidad
linealizada. Haciendo W = U - E.y llamando A = J(E-), como
se vio previamente, el sistema linealizado de la ecuacion de
reaccion-difusion (1) alrededor de E-esta dado por:

(OW
{aw ,  X€ENt>0 (15)
kan =0

La solucion trivial W = 0, es asintoticamente estable, si
y sélo si toda solucién de (15) decae a cero cuando t tiende
al infinito.

Denotemos por ¢;(x), la j-ésima autofuncion del opera-
dor laplaciano —A sobre Q con condicion de fluno nulo en la
frontera. Es decir,

X E N,
X € 0Q

Para escalares 4; satisfaciendo 0 = 49 <24y < 4; < - La

determinacion de los pares (cp,-,/l,-) es un problema estandar.

El operador diferencial —A, con condiciones de flujo nulo en
la frontera, es autoadjunto en L, (), es decir,

fﬂ—mpl-wz dx:fn—ml’z Py dx

y es facil ver que

2
_ Jolayy| dx
J fﬂlpjzdx

para todo j = 1. Sin pérdida de generalidad, podemos supo-
ner que las autofunciones ¢; son normalizadas, tal que

”¢j”L2(ﬂ) = 1. Ademas, el conjunto de las funciones ¢; for-

man una base ortogonal para L,() y cualquier funcién se
puede expandir como una serie de Fourier de la forma:

[oe)

u(x) = Z u;;(x).

j=0

Usando estos preliminares, podemos resolver (15)
expandiendo nuestra solucién:

[ee]

W = ) 50,

j=0
donde cada s;(t) € R2. Sustituyendo (16) en (15), tenemos:

(o0} [ee]

D 5O = ) Ds;OAG ) + ) As; ()
j=0 j=0 j=0
D 509,00 = Y (=D (D05 (x) + A5 (O, ()

j=0 j=0

D (55 = (4=4D)5®) ;00 = 0.
=0

Por lo tanto,
ds;(t
O _p
dt
donde B; es la matriz B; = A — A;D.

La condicion de estabilidad asint6tica de la solucion
trivial W = 0 de (15) es equivalente a que cada B; tenga au-
tovalores con parte real negativa para todo j. Los autovalores
de la matriz B; estan definidos por

det(B; — pI) = p* — p traza(B;) + det(B;) = 0.

Ahora, estudiamos la estabilidad de E, con respecto al sis-
tema (1), sabiendo que se debe cumplir que traza(4) < 0y
detA > 0. Pero traza(B]-) = traza(A) — % (d; + d;) <0,
debido a que traza(A) < 0,24; 20,j =0,1,2,.., y dy,d, >
0. Ademas,

det(B;) = det(A — D)
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a,— A d a
=det( 11 j A1 12 )

Az azz — /ljdz
= (‘111 - ljd1)(a22 - ljdz) — Q12021

Luego, para que ocurra la inestabilidad de Turing, se
debe satisfacer que det(Bj) < 0, paraalgin;j > 1.

Para 4 fijo, denotemos la pardbola en el plano (A, H;)
por

Hy = (ljdl - au)(ljdz - azz) — Q12071 = 0.

N,

Recordando que a;; =—"7 ap=-s, a;=

— N a, =2 sesigue que H ;0 aratodo A > 0.En
(a+P,)? Yaz; n g q A Y .

efecto, la parabola abre hacia arriba y puede tener una o dos
raices reales, pero en este caso las raices son negativas y
como H;(0) = ay,a,, — a0, = det(4) > 0, se cumple
que H; > 0.

Por lo tanto, E, no puede ser Turing inestable. Esto ge-
nera el siguiente resultado.

Teorema 2. El equilibrio no trivial E, del sistema (1) siem-
pre es local asintéticamente estable.

4 Estabilidad del equilibrio no trivial del sistema con di-
fusion

Ahora, nos enfocaremos en la estabilidad asintética de
E=. Biol6gicamente, la afirmacion de estabilidad global de
Ex significa que no importa como se difundan las dos espe-
cies, ellas se distribuiran de forma homogénea en el espacio
gue ocupan, a medida que el tiempo tiende al infinito. En lo
que sigue, se necesitan los siguientes resultados para probar
la estabilidad global de Ex para el sistema (1).

Lema 2 Sean ay b constantes positivas. Suponga que ¢, | €
Cl([a,)),W(t) =0 y ¢ es acotada inferiormente. Si

¢'(H) < —by(t) y ¢'(t) < Men [a,+) para alguna cons-
tante M, entonces tlim Y(t) =0.

Demostracion. Ver Lema 2.2 en [Fan y Li, 2006].

Lema 3 Suponga que existe una constante € > 0, tal que
||U(-,t)||Loo(m < C, para todo t > 0. Entonces,

“U("t)llcla(n) < Cparatodot>2,0<a< 1.

Demostracién. Ver Teorema A.1 en [Brown and Dunne,
1981].

Lema 4 Suponga que existe una constante C, tal que

IUC DI oy < €,

[IvUC, ol <c,

L@ —

gim|IU(x,t) —E,| 0

2@

2im||VU(X, | 0.

2@ ~
Entonces,

t1im||U(x, t) —E.| 0.

2@
Demostracién. Ver (Lema 3.2 [Fan and Li, 2006].

Supongamos que €2 es un dominio acotado con frontera
suave en R"y que u, v € C2(Q). Las siguientes son llamadas
identidades de Green:

0
f v—uds = f (udu + Vv - Vu)dx,
aa 0N Q

(u) vWu —ubv

v v2

Teorema 3. El punto de equilibrio E = es global asintética-
mente estable para el sistema (1).

Demostracion. Definamos la funcion
V(t) =

L(”(N_N* ‘N*IH(NE*))+P—P* —P*ln(g))dx.

Es facil ver que V(t) = 0, para todo t = 0. Derivando V(t) a
lo largo de la solucidn de (1), obtenemos:
P, Pt} d
—cax

V'(0) f{ [N N N*Nt]+P P
= )u ERACEVYEYE - /=
0 t NN] 't PP

- [~ 1-F)nde

_ N P
= [ [pv -+ @ =Ry
Ahora, empleando (1) se llega a que

v = [ uv N)[d AN (1 N) mp]d
_fﬂ“ SN T TK) T av Pl
shP

b+ N

+L(P—P*)[d2%+s— ]dx

AN AP
=dp | (N—N,)—dx +d, | (P—P)—dx+
Q N Q p

N mP
u| (N=N,) [r(l——)——]dx+
a K

a+P
shP
fQ(P -P) [s LI N N] dx.
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Usando la identidad de Green se obtiene

h< —b(P - P) NR—N*P*-FN*R—PN*)
s _
AN N,

f(N—N*)—dx=f (1——>ANdx=

Q Q N

GIN)B+N)  GENIB N

b(P—P) N —N,
= sh(— + P,
(b+N)b+N) (b+NH)D+N)
N N, N.(P— P
J-(l——)%ds—f (“N) VNdx = _ N.(P-P
Q Q
N, UN -UN (b+N)B+N)
[ o(%)owar = -n. [ (TP - | | |
X a\ N Sustituyendo estas expresiones en V'(t) se obtiene:
IVNI
f * , 7N |2 I7P|2
V(t)=—d1,u,N*J-ﬂde—d2 ﬂde +
Anélogamente, r (P=P)(N—=N,)
“f (_E (N = N.)? = am (a+P)(a+P)>dx+
AP |vP|? “ )
f(P—P*)—dx = —P*f —zdx
o P a P hf b(P—P)* | R(P—P)N-N)\,
Luego S AN CET A T R CE A CER)
90 L[ _(P=PN,
—S Y ax
|VN |VP|? o+ N)(Db+N)
V(t)——dluNf ——dx + |VN|? lvp|?
mP Q = —dlﬂN*Lde —dzp* Lde—
J-(N—N*)(T<1——)—?)dx+ rf N — N)2d (P—P)(N—N.)
k), JEX A | T P)(a+ P)
f(P P.) s——] dx. bsh(P — P,)? +f shP.(N—N,)(P—P)
LN+ T )T NG N
Pero teniendo en cuenta la ecuacion (13): hf N.(P — P)? _NP=P)T
—S
b+N)Db+N
() G +NIB+N)
T —_—— —_— =
K a+P
( rN, mP*) rN TN, mP mP, ESCOg'endou_
"k "a+P) KK a+P a+p - o
_ﬂ rN* mP mbP, V() = — 1SN E d dx — d,P, _ dx
K K TP arr m J, N , P
P, rshP, (P-P)?
——(N=N 2d ——dx.
K( )+m<a+P a+P> aij(N N.)y"d o b+N dx
r(N N) aP, + PP, —aP — PP)
K 2JTm (a+P)(a+P) -
—L(N N - Por otro lado, usando el Teorema 1, existen constantes
K " (a+P*)(a+P)' ki, >0y k, > 0, tales que

Y también, teniendo en cuenta la ecuacion (14):

—< k1f((N N)?+ (P —-P)*dx
N shP__ k J(lVN|2+||7P|2d
b+N ° Db+N, b+N, b+N ) )dz.
shP, shP _ h( P, P )_
b+N, b+N " \b+N. b+N)
sh(bP, + NP, —bP — PN,) _
(b+N)b+N)

— _ 2 _ 2
(b p) — b= [0+ P - P
’ ((b+1V*)(b+N)+(b+N*)(b+N)> B

shP shP, ShP,
s— =5

Tomemos

2 (0) =f(|v1v|2+ VPI?) dx
n
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Derivando ¥, (t) y ¥, (t), obtenemos

Y1) = 2 f ((N=N)N+ (P — P)P,)dx
n
y
P2 (t) = 2f (VN, - VN + VP, - VP)dx =
0
2 f ((d,V (AN) + VF,(N,P)) - VN
+€sz(AP) +V F,(N,P))-VP)dx =

zf (d,V(4AN) - VN + VF,(N,P) - VN +
n
d,V(4P) - VP + VF,(N, P) - VP) dx.

Luego,

Wy(e) = 2 j (=dy (AN)? — Fy(N, P)AN
Q
—d,(AN)? — F,(N, P)AP)dx.

Ya que el sistema (1) es puntualmente disipativo, del
Lema 3 se sigue que 1 (t) y Y5 (t) son acotadas en [2, +c0).
Ahora, aplicando el Lema 2, concluimos que i, (t), ¥, (t) -

0, cuando t — oo. Por lo tanto,

gim|IN(x,t)—N*| 0.

= gim||P(x, t) — P

12(Q) 2@

y

lim [[VNGx D] ;) = lim||VP(x, D) = 0.

L2(Q) L2(Q)

Luego, usando el Lema 4, concluimos que

gim|IN(x, t) — N,| 0.

= lim||P(x, t) — P|
t—oo

1(0) Lol

Por lo tanto, el equilibrio no trivial E, del sistema (1) es glo-
bal asintéticamente estable.

5 Conclusiones

Se analiz6 un sistema de ecuaciones de Leslie-Gower
para modelar el comportamiento de un sistema depredador-
presa, con respuesta funcional del tipo Holling 11 y con tér-
minos difusivos. El sistema sin difusion posee tres puntos de
equilibrio triviales, correspondientes al origen de coordena-
das (0, 0), a la capacidad de carga de las presas (K, 0) y la
capacidad de carga de los depredadores (0, b/h). También se
encontraron condiciones para la existencia de un equilibrio
no trivial, el cual es global asintdticamente estable. Por otro

lado, se demostr6 que el problema principal esta bien plan-
teado biol6gicamente y que su dindmica relevante se concen-
tra en un conjunto dado, es decir, se mostrd la disipatividad
puntual del modelo con difusion usando teoremas de compa-
racién. Ademas, mediante una funcidn de Liapunov se prob6
la estabilidad global del Gnico punto de equilibrio no trivial
del sistema, tanto sin difusion, como con difusién.
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