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Resumen

El objetivo fundamental de este trabajo es el desarrollo e implementacion de una heuristica para resolver problemas de
Programacion Entera Mixta, con tiempos de convergencia mejores que los métodos exactos. La heuristica propuesta es
aplicada en el método de descomposicion de Benders, obteniéndose tiempos de convergencia hasta 49 veces mds rapidos
que el método de Benders sin la heuristica. Las pruebas computacionales fueron realizadas usando una implementacion del
Método de Benders original y su version modificada en el lenguaje C.
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Abstract

The main objective of this paper is the development and implementation of a heuristic for solving Mixed Integer Program-
ming Problems. The heuristic proposed is applied in the Benders Decomposition Method and provides better convergence
times than exact methods. Results show convergence times up to 49 times faster than applying Benders’ method without the
heuristic. The computational tests were made using an implementation of the original Benders’ Method and its modified

version in C language.

Key words: Heuristic, mixed integer programming, Benders decomposition method.

1 Introduccion

Existen dos razones primordiales para estudiar los pro-
blemas con variables enteras. En primer lugar, no se permi-
ten, en muchas aplicaciones, los valores fraccionarios para
las variables de decision. Al redondear la solucioén obtenida
de un problema, sin tomar en cuenta el requerimiento de ser
entera, esta puede arrojar resultados muy deficientes. En
consecuencia, se requieren métodos para obtener una solu-
cioén Optima entera. Estos problemas aparecen en el modela-
je de procesos fisicos, procesos econdomicos, procesos de
decision de multiples etapas, etc. La industria es una prolija
fuente de problemas y situaciones que pueden ser modela-
das como problemas enteros o enteros mixtos, como por
ejemplo la aplicacion de la tecnologia de grupo en un siste-
ma de manufactura flexible.

Una segunda razén para estudiar la programacion en

enteros es que ofrece una mayor flexibilidad en el modela-
do, a través del uso de variables binarias (0-1). Por ejemplo,
al modelar problemas de presupuesto de capital, de disefio
de sistemas de distribucion (Geoffrion y Graves, 1974) o de
ubicacion de entes prestadores de servicio (Sweeney, Mai-
rose y Martin, 1979), este tipo de variables permite que se
pueden incorporar diversas consideraciones administrativas
importantes mediante el uso de restricciones de eleccion
multiple, restricciones mutuamente excluyentes, restriccio-
nes condicionales y de correquisito, etc. Mas aun, encon-
tramos situaciones que sin ser de naturaleza discreta, con
frecuencia el problema objeto de estudio es discretizado con
el fin de simplificar su analisis y modelaje.

La descomposicion de Benders (Benders, 1962) y
(Lasdon, 1970) tiene una aplicacion directa en procesos de
decision de multiples etapas (planificacion a largo plazo)
(Alguacil y Conejo, 2000) y (Bai y Shahidehpour, 1996).
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Este tipo de procesos aparece naturalmente en problemas
como el de expandir el sistema generador de energia eléctri-
ca de un pais (Di Novella, Gorenstin, da Costa y Paccior-
nick, 1995), (Marin y Salmeron, 1998), (Oliveira, Costa y
Binato, 1995) y (Romero y Monticelli, 1994). Al mismo
tiempo, se puede aplicar a la planificacion de mantenimien-
to de unidades de generacion de energia eléctrica (Marwali
y Shahidehpour, 1998, 1999) y (Silva, Morozowski, Fonse-
ca, Oliveira, Melo y Mello, 1995), estimacion de los costos
de produccién de energia eléctrica (Hobbs y Ji, 1995), pla-
nificacion del nivel del embalse (Escudero, de la Fuente,
Garcia y Prieto, 1996) y del inventario de combustible para
la generacion de energia eléctrica bajo incertidumbre (Su-
patgiat, Takriti y Wu, 1998), etc.

2 Descomposicion de Benders.

La descomposicion de Benders se utiliza para resolver
problemas de Programacion Lineal Entera Mixta (PLEM).
Este método se basa en la descomposicion de un PLEM en
sus partes entera y continua, cada una de las cuales puede
ser resuelta con algoritmos apropiados. Sin pérdida de gene-

ralidad, podemos formular un PLEM como Min z(X,y)
=cx+dysujeto a:

Ax+Dy=>b

x20,y20 @)
xeZ

donde ¢ € Rn, de Rq,A y D son matrices p x n'y p X q res-

pectivamente y b € r.
El algoritmo de descomposicion de Benders consiste
en los siguientes pasos:

1. Inicializar: el nimero de iteraciones K =0y z =+ oo, el
limite superior de la funcion objetivo del problema origi-
nal.

2. Resolver el problema maestro z=Min ¢ x + o sujeto

a:
a>7k(b- Ax) k=1,..,K,
pk (b- Ax) <0 k=K;+1,..,K 2)

x>0,x € Zn,a € R

3. Sea {)CZJr1 , 0!;:“} la solucién doptima de las Ecs. (2).
Calcular el limite inferior para el valor 6ptimo de la fun-
cion objetivo del problema original z = ¢ x;:ﬂ + azﬂ

4. Hacer K = K + 1 y resolver el problema esclavo w( x; )
= Min dy sujeto a

Dy>b-4 x,

)50 (€)

Si el problema tiene solucion o6ptima finita ir al paso 6,
caso contrario ir al paso 5.
5. Sea 1 la solucién extrema homogénea de (2.3). Agregar
al  problema (2.2) una nueva  restriccion
pk (b - Ax) <0. Ir al paso 2.

6. Sea y,: la solucién de (2.3). Calcular el limite superior

para el valor 6ptimo de la funcién objetivo del proble-
ma original
7. z=min{z ,c x; +d yZ}.

8. Si z -z es menor que una tolerancia dada, la solucién

asociada a z es la 6ptima. Fin. En caso contrario, ir al

paso 8.
K
9. Agregar al problema (2.2) una nueva restriccion o > 7
(b - A x) donde 7 es el vector de las variables duales

del problema (2.3). Ir al paso 2.
3 Heuristica para la descomposicion de Benders.

Un gran problema que aparece al aplicarse el algoritmo
de descomposicion de Benders para resolver el problema
(2.1), es que el problema maestro debe ser resuelto hasta
hallarse una solucién optima. En la resolucion de este pro-
blema se utiliza el algoritmo de Branch and Bound. Depen-
diendo del problema a ser resuelto, se puede necesitar un
enorme periodo de tiempo para resolver el problema maes-
tro, lo cual hace que no sea posible aplicar la descomposi-
cioén de Benders para resolver el problema.

Geoffrion y Graves (1974), mostraron que no era nece-
sario el calculo de la solucion optima a cada iteracion. Ba-
sado en este resultado fue desarrollada una heuristica, la
cual dispensa el céalculo de la solucion optima a cada itera-
cion. La heuristica propuesta en este trabajo consiste en re-
solver el problema maestro hasta que el algoritmo Branch
and Bound obtenga la primera solucion factible.

La sucesion de puntos z generada por el método de

Benders en el paso 3 es monotona creciente y cada punto es
una cota inferior del valor éptimo de la funcion objetivo del
problema (2.1). Al aplicarse la heuristica planteada en este
trabajo, la sucesion generada deja de ser mondtona crecien-
te, ademds no se puede asegurar que sus puntos sean una
cota inferior del problema original. Entonces, para poder
garantizar la convergencia del algoritmo, debemos agregar
al problema maestro, partir de la segunda iteracion, una res-
triccion adicional que es basada en la condicion de conver-
gencia del algoritmo de Benders. Esta condicion, dada en el

paso 7, puede ser expresada como z z<g, donde ¢ la to-
lerancia dada para la convergencia. En cuanto el algoritmo

no converja, la desigualdad

ZS;-S 4

es valida para el problema maestro. Por la definicién de z en
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el paso 3 del algoritmo, tenemos que es igual al valor de la
funcién objetivo del problema maestro. Por lo tanto pode-
mos rescribir la restriccion (3.1) como:

cxtasz-g 4)

La desigualdad (5) deja de ser valida cuando se cumple
la condicion de convergencia del algoritmo de descomposi-
cioén de Benders, por lo tanto la nueva condicion de conver-
gencia pasa a ser que el problema maestro con la restriccion
(5) sea infactible. La desigualdad (5) es de muy facil im-
plantacion y en cada iteracion sélo se debe modificar su la-
do derecho, lo cual es un trabajo insignificante desde el
punto de vista computacional.

4 Resultados computacionales.

A continuacion se presentan la descripcion de los pro-
blemas de prueba utilizados y los resultados obtenidos de la
aplicacién del algoritmo de Benders original y de la heuris-
tica propuesta. Las pruebas fueron realizadas utilizando un
microcomputador con procesador Pentium III 866 MHz,
con 128 Mb de memoria RAM.

En la Tabla 1 se presentan algunas estadisticas de los
problemas de prueba. Para cada problema se presenta el
nimero de restricciones, el nimero de variables continuas,
el nimero de variables enteras y el nimero de elementos
diferentes de cero de la matriz de los coeficientes de las res-
tricciones.

Tabla 1. Problemas de prueba

Nuimero de Numero de variables ~ Numero de variables Elementos no nulos de la
Problema L. . . .

restricciones continuas enteras matriz de coeficientes

1 16 649 144 12343

2 64 649 462 64453

3 22 649 194 17791

4 88 649 628 97008

5 109 2491 836 285697

6 436 3141 2360 1159052

7 109 2210 1117 285697

8 436 2347 3154 1159052

En la Tabla 2 se presentan los resultados obtenidos
al aplicarse el método de Benders sin heuristica. Para ca-
da problema se presenta el numero de iteraciones realiza-
das, los limites inferior y superior obtenidos del valor op-
timo de la funcién objetivo del problema, la diferencia
entre ambos limites y el tiempo de procesamiento en se-
gundos.

Se puede observar que para los problemas 2 y 4 no
se pudo obtener la solucién del problema maestro de la
quinta iteracion, a pesar de haberse colocado un limite de

200000 nodos en el algoritmo de Branch and Bound. Para el
problema 7 no se pudo obtener la solucion del problema maes-
tro de la decimoctava iteracion, mientras que para el problema
8 no se pudo obtener la solucion en la séptima iteracion, a pe-
sar de haberse colocado un limite de 100000 nodos en el algo-
ritmo de Branch and Bound para ambos problemas. Debido a
la no convergencia del método en estos cuatro problemas, se
observa que la diferencia entre los limites inferior y superior es
muy grande.

Tabla 2. Resultados obtenidos sin utilizar la heuristica.

Sin heuristica

Numero de itera- Limite Limite Diferencia Tiempo de
Problema . . . . entre .
ciones inferior  superior o procesamiento (s)
limites

1 48 815,54 815,54 0 53,06
2 4 1,11 614,55 613,44 22499,67
3 47 815,21 815,21 0 80,83
4 4 1,11 614,38 613,27 36158,57
5 384 70007,95 70007,95 0 541,39
6 110 282,63 297,38 14,75 101193,89
7 17 2975591 31162,52  1406,61 185773,39
8 6 0,00 26830,86  26830,86 23998,45
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Tabla 3. Resultados obtenidos utilizando la heuristica.

Con heuristica

Diferencia

Numero de Limite Limite Tiempo de
Problema . . . . . entre .
iteraciones inferior superior limi procesamiento (s)
1mites
1 53 809,38 809,38 0 18,16
2 22 4,27 4,60 0,33 5526,88
3 52 809,04 809,04 0 48,05
4 19 8,24 10,51 2,27 7127,82
5 346 70000,50 70000,51 0,01 729,96
6 125 364,24 367,06 2,82 6747,62
7 76 30871,18 30888,71 17,53 16837,59
8 100 345,74 347,79 2,05 51102,14

La Tabla 3 presenta los resultados obtenidos al aplicar-
se el método de Benders con la heuristica propuesta.

Se puede observar que para todos los problemas, la di-
ferencia entre los limites inferior y superior son menores
que los correspondientes a los obtenidos sin utilizar la heu-
ristica. Salvo para el problema 6, los limites obtenidos son
mejores a los conseguidos sin la aplicacion de la heuristica.
Para el problema 4 no se pudo obtener la solucion del pro-
blema maestro de la vigésima iteracion con un limite de
50000 nodos en el algoritmo de Branch and Bound. En el
problema 6 el programa par6 al alcanzarse el numero
maximo de iteraciones permitidas, el cual fue para este pro-
blema de 125. Para el problema 7 no se pudo obtener la so-
lucién del problema maestro de la iteracion 77, para el cual
fue colocado un limite de 60000 nodos en el algoritmo de
Branch and Bound. En el problema 8 el programa paré al

alcanzarse el nimero maximo de 100 iteraciones permitidas
para este problema.

La Tabla 4 muestra los tiempos promedio de procesa-
miento por iteracion, en segundos, para las dos implementa-
ciones del algoritmo, asi como la relacion (tiempo promedio
de procesamiento sin heuristica) / (tiempo promedio de pro-
cesamiento con heuristica).

Para comparar los tiempos de procesamiento se utiliza-
ron los tiempos promedio de procesamiento por iteracion,
debido a la diferencia en el numero de iteraciones. Se puede
notar que el método de Benders con la heuristica presenta
un mejor desempeiio en términos de tiempo de procesa-
miento, en media 1480,45% menor que los tiempos obteni-
dos por el método de Benders sin la heuristica, siendo la
mejor relacion obtenida la del problema 7, con 4832,51%.

Tabla 4. Relacion de los tiempos promedio de procesamiento por iteracion.

Sin heuristica / Con

Problema  Tiempo promedio de procesamiento por iteracion (s) ’
heuristica
Sin heuristica Con heuristica

1 1,11 0,34 3,23
2 5624,92 251,22 22,39
3 1,72 0,92 1,86
4 9039,64 375,15 24,10
5 1,41 2,11 0,67
6 919,94 53,98 17,04
7 10927,85 221,55 49,33
8 3999,74 511,02 7,83

5 Conclusiones.

En este trabajo fue presentada una heuristica, que al ser
empleada en el método de descomposicion Benders permite
resolver problemas de Programacion Lineal Entera Mixta,
donde el ntimero de variables enteras varia de 144 a 3154.

Como se pudo observar en los resultados computacio-

nales mostrados en la seccidn anterior, en cinco de los ocho
problemas de prueba, se presentaron problemas de conver-
gencia cuando se utilizé del algoritmo de Benders original.
El método de Benders presentd también un elevado tiempo
de convergencia, debido a que en cada iteracion se debe re-
solver el problema maestro hasta obtenerse la solucion 6p-
tima. Estos problemas presentados determinan que no sea
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recomendable utilizar el método de Benders en su forma
original, en la resolucién de problemas con un elevado nu-
mero de variables enteras.

Al aplicarse el método de Benders con la heuristica
propuesta, se garantiza su correcta convergencia debido al
resultado expuesto en Geoffrion y Graves (1974). Esta
combinacién permite obtener la precision del método de
Benders con una velocidad de convergencia hasta 49 veces
mas rapidos que el método original.
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