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Resumen 

En este artículo, se presenta un análisis del comportamiento viscoplástico de los suelos, haciéndose la derivación matemá-
tica requerida para la estimación de las deformaciones viscoplásticas en un elemento, a partir de las funciones de fluencia 
y de potencial plástico, obtenidas con los criterios de resistencia de Mohr-Coulomb y Druker-Prager para el caso tridimen-
sional y de deformación plana. 
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Abstract 

Petri Nets are a mathematical and graphical choice to model many kind of systems, which have been accepted by the scien-
tist community, their permissiveness and spread give cause for being interpreted in several different ways during the model-
ling, making possible a wide range of applications. Although Petri Nets are not new, actually, the field of application con-
tinues growing thanks to their extensions and specific development. This review paper on Petri Nets provides the basic skills 
and concepts to help us to understand this topical research area. 
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1 Introducción 

El modelo más simple para el estudio del comporta-
miento de los suelos es el elástico, en el cual se cumple la 
Ley de Hooke, donde las deformaciones que sufre el mate-
rial son reversibles y proporcionales a los esfuerzos y donde 
éstos últimos son menores a la resistencia del material. El 
estudio de este modelo es básico, para el inicio de las esti-
maciones de esfuerzos y deformaciones a través de otros 
modelos. Sin embargo, también se sabe que el modelo elas-
toplástico está asociado con deformaciones irreversibles, y 
por lo general en este caso, se habla de plasticidad perfec-
tamente (Chen, 1995), definida a través una superficie de 
fluencia fija que es limitada por parámetros máximos de re-
sistencia o esfuerzos máximos, y teniendo en cuenta que la 
misma no está afectada por deformaciones plásticas.  

En este artículo, se aplica la formulación de Perzyna 
(1966) junto con lo presentado por Wittke (1990) y Chen 
(1975), lo cual permite hacer una formulación matemática 
para la estimación de las deformaciones viscoplásticas y de 

esfuerzos, cuando un elemento de la masa de suelo está bajo 
las cargas de su propio cuerpo y externas. El estudio parte 
de la ley de resistencia al corte de Mohr-Coulomb escrita en 
términos de esfuerzos principales, que luego con la ayuda 
de los esfuerzos desviadores permite encontrar la función de 
fluencia y del potencial plástico en flujo asociado, se escribe 
en términos de las invariante de esfuerzos y de los paráme-
tros de resistencia (c,φ). Igualmente se hace con el criterio 
de resistencia de Druker-Prager, la cual esencialmente es 
derivada de la ley de resistencia de Mohr-Coulomb. A partir 
de las funciones de fluencia y de potencial plástico, se desa-
rrolla la formulación de Perzyna (1966), para luego llegar a 
expresiones matemáticas, correspondientes a las deforma-
ciones viscoplásticas en el caso tridimensional y de defor-
mación plana.  

En este modelo, el fenómeno de fluencia se caracteriza 
porque las deformaciones no son solamente función del es-
tado de tensiones, sino también del tiempo, y además de una 
deformación instantánea, el material sufre deformaciones de 
fluencia (deformaciones viscoplásticas), que generalmente 
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aumentan con la duración de las fuerzas actuantes. Se debe 
tener presente que en el comportamiento viscoplástico, la 
viscosidad es una propiedad del material que solamente se 
activa en el momento que se excede la resistencia última del 
suelo y donde éste comienza a deformarse a un esfuerzo 
constante con el tiempo. 

La estimación de las deformaciones y esfuerzos se lle-
vó a cabo en esta investigación, aplicando la técnica de 
elementos finitos, cuya metodología es imposible explicarla 
aquí, lo cual se hará en un trabajo próximo. Por tanto sola-
mente se presenta los resultados de algunas iteraciones don-
de se muestra el efecto que tienen las deformaciones en el 
sistema de cargas de los elementos en estudio. 

2 Formulación viscoplástica considerando el criterio de 
resistencia de Coulomb 

Comenzaremos haciendo la formulación de este mode-
lo, presentado la fig. 1 y fig. 2, las cuales ayudarán a com-
prender la formulación matemática, aquí planteada. En la 
primera se muestra los distintos criterios de plasticidad per-
fecta, y en los cuales se apoya el modelo viscoplástico, y en 
la fig. 2, se ilustra la representación del suelo idealizado a 
través del modelo de plasticidad perfecta indicándose pun-
tos de esfuerzos que en esta investigación se consideran, 
pueden presentarse en el comportamiento viscoplástico.  

Perzyna (1960), define la variación de las deformacio-
nes viscoplásticas en el tiempo, como un tensor dependiente 
de la viscosidad, así como también de la resistencia máxima 
del suelo proporcionada por la denominada función de 
fluencia y de la variación del potencial plástico respecto al 
tensor de esfuerzos. Su modelo se expresa matemáticamente 
tal como se indica: 

 

ij

vp
ij

•

σ∂
Q∂

F
η
1

=ε   (1) 

 
donde: 
η : Viscosidad del material, durante la deformación visco-
plástica y corresponde a la viscosidad del amortiguador en 
un modelo matemático representativo del sistema 
F : Función de fluencia del material (kg/cm2) 
Q : Potencial plástico equivalente a una función de fluencia 
(kg/cm2) 

ijσ : Tensor de esfuerzos (kg/cm2) 

vp
ij

•ε : Vector de variación de las deformaciones viscoplás-

ticas respecto al tiempo (1/seg) 
ij: Son los subíndices que indican la orientación de las de-
formaciones y de los esfuerzos en el sistema de referencia. 
Cuando la deformación o los esfuerzos sean normales a los 
ejes de referencia, se utilizará un solo subíndice para indicar 
dicha normalidad. 

 
Fig. 1.- Secciones de la superficie de fluencia en el plano π (σ1 +σ2 + σ3 =0) 

 
Se debe tener presente que la viscosidad es distinta de 

las propiedades de amortiguamiento proporcionadas la rigi-
dez del material y donde estás últimas retardan las deforma-
ciones, antes de superar la resistencia última, donde a partir 
de ese momento las deformaciones son dependientes del 
tiempo e irreversibles.  

 

 
Fig. 2.- Relación esfuerzo-deformación de un suelo real y de un 

suelo idealizado. 
 
Para explicar el concepto de función de fluencia, con-

sideremos a hora el criterio de falla de Coulomb, en térmi-
nos de esfuerzos principales correspondiente a una repre-
sentación bidimensional de Morh-Coulomb: 

 

φφ
σσ

τ cos
2

31 ⋅−⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
= csenf   (2) 

 
donde: 
τf: Envolvente de resistencia al cortante en el diagrama (q 
vs p) 
σ1: Esfuerzo principal mayor 
σ3: Esfuerzo principal menor 
σ2: Esfuerzo principal intermedio 
c: Cohesión del material 
φ: Fricción del material 
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En esta expresión los esfuerzos principales ( )31 σ,σ  
son positivos cuando actúan a tensión y cuando σ1 > σ3 (ver 
fig1. criterio de Coulomb). 

La función de fluencia “F”, en términos de esfuerzos 
principales se expresará como: 
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De la Ec. (3), se determina que las deformaciones vis-

coplásticas son por tanto solamente posibles cuando  

0>F , ya que ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
2

31 σσ
 es el desviador, el cual al superar 

la resistencia máxima del suelo, produce dichas deforma-
ciones. 

El vector de variación de las deformaciones viscoplás-
ticas, por tanto está restringido por la siguiente condición: 
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La Ec. 4, indica que si el desviador no supera la envol-

vente de resistencia (F ≤ 0), no existirán deformaciones vis-
coplásticas. Si lo contrario ocurre (F>0), se estimarán las 
deformaciones viscoplásticas, según la formulación de Per-
zyna (1960). 

Usando el sistema de coordenadas cartesianas 
( )zyx ,,  y desarrollando la Ec. 4, para el caso tridimensio-
nal (ver Wittke, 1990), resulta: 
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En el desarrollo matemático, se considerará el caso de 

la ley de flujo asociada, es decir cuando la función de fluen-
cia “F” se considera igual al potencial plástico “Q”, por tan-
to: 
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. 

 
La aplicación de la Ec. 1, para el caso de esfuerzos 

principales, genera el vector de deformaciones principales, 
expresado según: 
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La Ec. 6 aplicada a la Ec. 3 cuando F >0, permite esti-

mar las deformaciones viscoplásticas principales tal como 
se indica: 
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Por tanto tomando en cuenta los tres ejes principales de 

referencia, la variación de deformación volumétrica, se ex-
presa como: 
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Sustituyendo la Ec. (7) en la Ec. (8), queda: 
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A fin de contrastar la tasa de deformación volumétrica 
con los resultados experimentales, Q  puede requerir ser 
evaluado para un ángulo φ≠ψ  ( )φ<ψ , que corresponda a 
la regla de flujo no asociada y normalmente se usa la misma 
función para el estado de esfuerzos, pero el ángulo de fric-
ción φ  se reemplaza por el ángulo de dilatancia ψ , obte-
niéndose: 

 

( ) ( ) ψψ
σ
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y la deformación volumétrica viscoplástica estará expresada 
por: 
 

ψ
ηε senFvp

V
⋅⋅=

• 1  (11) 

 
Cuando el esfuerzo cortante alcanza la función de 

fluencia, la ec. 3, puede ser escrita como: 
 

( ) ( ) φφσσσσ cos
2
1

2
1

3131 ⋅+⋅+⋅−=−⋅ csen  (12) 

 
En términos de los desviadores de esfuerzos S1, S2 y 

del esfuerzo promedio σm, la Ec. 12 queda: 
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( ) ( ) φφσφ cos
2
1

2
1

3131 ⋅+⋅−⋅+⋅−=−⋅ csensenSSSS m  (13) 

 
donde: 

m11 σσS −=  (14) 

m33 σσS −=  (15) 

3
321

m
σ+σ+σ

=σ   (16) 

Esta ecuación escrita en función de un ángulo θ  defi-
nido en la fig. 1, y nuevamente mostrado en el espacio, tal 
como se ilustra en la Fig. 3, la cual tiene como sistema de 
referencia los esfuerzos principales 321 ,, σσσ . En esta 

figura se indica el eje isotrópico y el ángulo θ  medido des-
de el plano triaxial a una línea BA perpendicular al eje iso-
tropico. 
 

 
Fig. 3. Definición del estado de esfuerzos en los puntos A y B. 
 
Con la ayuda de la Fig. 3, se escriben los siguientes 

vectores de esfuerzos: 
El vector OB , se puede expresar en función de mσ : 
 

( )mmm σ,σ,σ=OB   (17) 
 

y los vectores OA  y BA , están dados por:  
 

( )321 ,, σσσ=OA   (18) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]mmm

mmmOBOABA
σσσσσσ

σσσσσσ
−−−

=−=−=

321

321

 ;  ; 
,,,,  (19) 

 

La longitud del vector BA , estará dada por: 
 

2
3
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Esta última expresión puede ser escrita en función de 

la segunda invariante de esfuerzos "J" 2 : 

22 JBA ⋅=   (21) 
 

donde, J2 viene determinada por: 
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La Fig. 4a, muestra la proyección del vector de esfuer-

zos BA  en el plano π, junto con la proyección de los ejes 
σ1,σ2 y σ3. En este plano los ejes ',' 21 σσ  y '3σ  son las 

proyecciones de los ejes 321 ,, σσσ  y 'A'B  es la proyec-

ción del vector BA . En La fig. 4b, se ilustra la proyección 
del eje σ1 el plano π, indicándose el vector unitario ( )1

in  a 

lo largo del eje '1σ  con las componentes: 
 

( ) ( )1 ; 1 ; 2
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El segmento 'C'B se expresa como: 
 

( ) ( )1''1'' ii nABnBACB ⋅=⋅=  (24) 
 
desarrollando la expresión anterior, se tiene: 

( )3212
6

1'' SSSCB −−⋅⋅=        (25) 

También de la Fig. 4, ''CB  se expresa como: 
 

θθ coscos'' '' ⋅=⋅= ABBACB   (26) 
 

Sí se tiene presente que: 
 

0321 =++ SSS   (27) 
 

Al sustituir la Ec. (27) en la Ec. (25), resulta: 
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Igualando las Ecs.. 26 y 28: 
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Remplazando la Ec. (21) en la Ec. (29), se obtiene: 
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Aplicando la identidad trigonométrica (ver Chen, 
1975): 

 
θθθ cos3cos43cos 3 ⋅−⋅=   (31) 

 
al sustituir la Ec. (30) en la Ec. (31) queda: 
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La segunda invariante de los desviadores de esfuerzos, 

puede expresarse como:  
 
( )1332212 SSSSSSJ ⋅+⋅+⋅−=   (33) 

 
Sustituyendo la Ec. (33) en la Ec. (32), se determina: 
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Haciendo uso de la tercera invariante y además sabien-

do que 132 SSS −=+ , la Ec. (34), se escribe: 
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 Fig. 4.  (a) Estado de esfuerzos en el plano π con σ1 > σ2 > σ3 . (b)  Ubicación del eje  σ’1 en espacio de σ1,σ2, σ3. 

donde el ángulo θ , estará determinado por: 
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Esta expresión θ es dada para el rango en el cual el ángulo 
varía entre 0≤θ≤π⁄3 según la Fig. 1 y de acuerdo al criterio 
de Coulomb, con la condición de que (σ1≥ σ2≥ σ3). Para 
otras condiciones de esfuerzos tal como σ3≥ σ2≥ σ1, el ángu-
lo θ debe ahora ser medido a partir del eje σ3 y la misma Ec. 
(38) puede ser aplicada.  

Tomando en cuenta la Fig. 4a, y la Ec. (30), los esfuer-
zos desviadores pueden ser escritos, como: 
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 (37.c) 
 

 
Sustituyendo la Ec. (37) en la Ec. (13), la función de 

fluencia resulta:  
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Desarrollando el  
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F resulta igual a: 
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Para flujo asociado ( φ=ψ ), se define el potencial 

plástico Q  igual a F , y se escribe como: 
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Ahora se aplicará la Ec. (5) en el espacio tridimensio-

nal de esfuerzos ( )z,y,x , para lo cual se plantea, el siguien-
te desarrollo (Wittke, 1990): 
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La solución de esta ecuación, en el espacio de esfuer-

zos ( )z,y,x , se hará teniendo presente que:  
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donde: 
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Sustituyendo la Ec. (46) en la Ec. (45), se obtiene: 
 
 
 

 
 (47) 

 
 
 
Conociendo que la segunda invariante 2J  de esfuerzos 

desviadores, se escribe como: 
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Ahora se tiene que: 
 
 

 (49) 
 

El término 
3J

Q
∂
∂  se expresará: 

 
 

 (50) 
 
 

donde: 
 

( )
( )

( )θ
θ

θ
θ

3tan
11

3
13cos

3sin
1

3
1

333
⋅⋅−=⋅⋅−=

∂
∂

JJJ   (51) 
 
La sustitución de la ec. 51 en la ec. 50, da como resul-

tado: 
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Si la tercera invariante se escribe en función de los 

desviadores: 
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La expresión definitiva para el cálculo de la variación 

del vector de deformación viscoplástica, definido en la ec. 5 
en el caso tridimensional de esfuerzos 

El tensor de esfuerzos se estimará a partir de la rela-
ción existente entre esfuerzos deformaciones, tal como se 
indica a continuación: 

 
{ } [ ] { }vp

ij
vp

ij D εσ ⋅=    (56) 
 
Donde el tensor de esfuerzos {σij} y el vector {εij} de 

deformaciones, se expresa: 
 

{ } { }Txzyzxyzyx
T τττσσσσ =   (57) 

{ } { }Txzyzxyzyx
Tvp εεεεεεε =   (58) 

 
La matriz de propiedades viscoplásticas [D]vp se esti-

mará a partir de (Etse G and Willam K, 1999) : 
 

[ ] [ ]

[ ] [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂
⋅

∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅

∂
∂

⋅⋅
Δ

+

=

σσσση
QQFQFDtD

DD vp   (59) 

 
donde: 

[D]: Matriz de propiedades elásticas del suelo. 
Δt: Intervalo de tiempo para el cual se estima el incre-

mento de las deformaciones viscoplásticas. 
η: Viscosidad del material. 
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σ
F : Variación de la función de fluencia respecto a los 

esfuerzos. 
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⎨
⎧
∂
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σ
Q : Variación de la función potencial respecto a los es-

fuerzos. 
La matriz de propiedades elásticas para el caso tridi-

mensional, viene dada por: 
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  (60) 

 
donde: 
E,ν: Módulo de elasticidad del material y coeficiente de 
poisson. 

2.2- Deformación plana - Coulomb 

Veamos como se modifican las expresiones anteriores 
en la determinación de las deformaciones viscoplásticas. 

para el caso de deformación plana, cuando se aplica 
Mohr-Coulomb. En este caso la expresión de la función po-
tencial de fluencia Q, sigue siendo la misma dada por la ec. 
40. También la ec. 42.a, sigue manteniéndose ya que los 
tres esfuerzos están presentes en deformación plana. 

En el caso de deformación plana, la ,la relación de es-
fuerzos y deformaciones se establece a través de:  
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donde, la matriz de propiedades viscoplásticas [Dvp] se es-
tima a través de la ec. 59, mientras que la matriz de propie-
dades elásticas se calcula a través de: 
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En este caso la segunda y tercera invariante de desvia-

dores de esfuerzos J2 y J3, se expresa (Chen (1975)): 
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Luego, la estimación de las variaciones de las defor-

maciones viscoplásticas, se hará a través de :  
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3 Formulación viscoplástica considerando el criterio de 

resistencia de Druker-Prager  

3.1 Caso tridimensional – Druker-Prager  

La función de fluencia de Drucker–Prager representada 
en el plano, se muestra en la figura 5.3, en el espacio bidi-
mensional definido por el sistema de referencia Q vs. P. En 
este criterio también se considera que los esfuerzos son po-
sitivos cuando actúan a tensión. 

La envolvente de resistencia indicada en la fig. 5, se 
expresa entonces de acuerdo a:  

 
PkQ ⋅⋅−⋅= α62   (68) 

 
Veamos la relación de los parámetros “Q” y “P” con 

las invariantes de esfuerzos. Para Ello se estudiará el crite-
rio de Von Mises extendido, el cual inicialmente se expresa 
en función de la primera invariante de esfuerzos (Ι1) y de la 
segunda invariante de esfuerzos desviadores (J2), escribién-
dose como: 

 
Fig. 5.- Envolvente de resistencia de Drucker-Prager. 

 
KJ =+Ι⋅ 21α  (69) 

 
Por correlación de las Ecs. (69) y (68), se determina: 

22 JQ =  (70) 
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3
1I

P =   (71) 

 
Las expresiones de los parámetros α y K, se encuentra 

según el siguiente procedimiento: La función de fluencia de 
Coulomb, de la ec. 39, puede ser escrita como: 
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Para el caso de esfuerzos a compresión (falla por corte) 

y haciendo uso de la fig. 1, se evaluará la ec. 72, para θ = 
60º, resultando: 
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Por tanto por correlación con la ec. 69 se tiene que:  
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Para el caso de esfuerzos a tensión (falla a tensión), a 

partir de la fig. 1, evaluando la ec.72, para θ = 0º, resulta: 
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Por tanto, para el caso de falla por tensión, las expre-

siones de “α” y “K”, se expresaran como: 
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Para el caso de falla por corte, la ec. 73 puede ser escri-

ta como:  
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La función de fluencia según este criterio se expresa se 

acuerdo: 
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La función del potencial plástico Q, para flujo asociado 

en este caso ( )φψ = , será: 
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Para la determinación de las deformaciones viscoplás-

ticas, la ec. 41 resulta ahora: 
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La ec. 43, 44 y 49, se mantienen igual y solamente de-

bemos encontrar 
2J

Q
∂
∂ , que en este caso resulta: 
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Finalmente, la estimación de las variaciones del vector 

de deformación plástica, se hará a través de: 
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3.2 Caso de deformación plana – Druker-Prager  

El caso de deformación plana es desarrollado por Chen 
(1975) para el modelo de plasticidad perfecta. En este traba-
jo presentaremos parte de su estudio y luego lo ajustaremos 
al modelo viscoplástico.  

En teoría de plasticidad, la dirección del incremento de 
deformación plástica es definida por la función potencial 
plástica “Q”, en la forma: 

 

ij

p
ij

Qdd
σ

λε
∂
∂

⋅=  (85) 

 
donde: 

p
ijdε

: Incremento de deformación plástica 
Q: Función potencial plástica 
σij: Estado de esfuerzos 
dλ: Escalar positivo de proporcionalidad. 

El potencial plástico, por tanto se expresa como: 
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KJQ −+Ι⋅= 21α  (86) 
 

Ahora se aplica la ec. 85, resultando: 
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donde: 
δij: Delta de Kranecker, donde para i=j, δij= 1 y para i≠j, δij= 0. 
Sij: Esfuerzos desviadores 

En el sistema de referencia (x,y,z) y con la condición 
de que en la dirección “y” no existe deformación, se tiene:  
dεyy

p = dγyx
p = dγyz

p = 0 
Si la condición anterior se aplica a la Ec. (87) junto con 

la definición de δij, se tendrá que los esfuerzos desviadores 
podrán expresarse: 

 

22 JS yy α⋅−=   (88.a) 

τyx = 0  (88.b) 
τyz = 0  (88.c) 

 
Permitamos utilizar un solo subíndice en la simbología 

de los esfuerzos normales y desviadores. Por tanto la prime-
ra invariante Ι1 de esfuerzos puede ser escrita como: 
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Sustituyendo la Ec. (88.a) en la Ec. (89) resulta:  
 

3
2 1

21
Ι

+⋅⋅−+=Ι Jzx ασσ  (90) 

 
Ordenando: 
 

( ) 21 3
2
3 Jzx ⋅⋅−+=Ι ασσ  (91) 

 
Los desviadores de esfuerzos Sx, Sz, se expresan  como: 
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Elevando los desviadores al cuadrado y sumando, se 
tendrá: 
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Sustituyendo la Ec. (94) en la Ec. (63), se encuentra: 
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Ahora ajustaremos la Ec. (87), correspondiente al mo-

delo de plasticidad perfecta al modelo viscoplástico, lo cual 
se hace relacionando la Ec. (1) con la Ec. (85). Por tanto la 
Ec. (1), se puede escribir como: 
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La Ec. (96) escrita en términos de incrementos, se ex-

presa: 
 

ij
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donde: 
dεij

vp: Incremento de las deformaciones viscoplásticas. 
dt: Incremento de tiempo 

Todos los demás términos ya han sido descritos. Ahora 
simplemente la ec. 87, aplicada al modelo viscoplástico, se 
trasforma en: 
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A partir de esta última ecuación, el desarrollo es el 

mismo ya hecho anteriormente, y que comprende desde la 
ec. 88 hasta la ec. 95. Por tanto se continuará en la búsqueda 
de la expresión de la función de fluencia de Drukre-Prager, 
para deformación plana. Sustituyendo la ec.91 en la ec. 69, 
resulta: 
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Remplazando la Ec. (95) en la Ec. (99), se tiene: 
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El término de la izquierda de la Ec. 12 es igual al tér-

mino de la izquierda de la ec. 100 (radio del círculo de 
Mohr), por tanto ambas ecuaciones pueden ser correlacio-
nadas, resultando las siguientes expresiones que relacionan 
los parámetros (c, φ) con los parámetros (α, K):  
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De la Ecs. (101) y (102), se obtiene: 
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Sustituyendo las Ecs. (103) y (104) en la Ec. (69) y 

tomado en cuenta la relación entre Ι1 y σm, se obtiene: 
 

( )
φ

φ
φσ cos

3
sin39

sin 2

2

⋅=
⋅+

+⋅ CJm                  (105) 

 
La función de fluencia F, por tanto estará determinada 

por: 
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Para flujo asociado, el potencial plástico Q, viene dado 

por la misma expresión de F, y por tanto: 
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La estimación de las variaciones del vector de defor-

mación plástica, quedará como sigue: 
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La determinación del vector de esfuerzos, se hace tal 

como se indicó cuando se estudió el criterio de Coulomb.  

4 Ejercicio 

En el siguiente ejercicio corresponde al caso de defor-
mación plana de Druker-Prager. Para ello en la fig. 6, se 
presenta un trapecio con puntos de apoyo restringidos en 
algunas direcciones y con cargas aplicadas en sus lados en 
la dirección de “x” y “z”, y donde se consideran que los es-
fuerzos que actúen a compresión son negativos. Para expli-
car el proceso iterativo, el trapecio se divide en cuatro trián-
gulos. La estimación de las deformaciones y esfuerzos se 
llevó a cabo aplicando la técnica de elementos finitos. So-
lamente se presentará los resultados de las cuatro primeras 
iteraciones para cada elemento, para mostrar la variación de 
la función de fluencia en cada elemento por los incrementos 
de las deformaciones viscoplásticas en el tiempo. 

4.1 Datos: 

Las cargas de borde para el ejemplo son: 
qx1 = -15 ton/m2 qx2= 0 ton/m2 qz2 = 0 ton/m2 x3 = 0 
ton/m2qz3= 0 ton/m2. 
qx4 = -15 ton/m2 qx5= 0 ton/m2 qz5 = 5 ton/m2 qx6 = 0 
ton/m2qz6=-15ton/m2 

Coordenadas (x;z) de los nodos del trapecio: 
Pto 1 (0; -2)  Pto 2 (0; 2) Pto 3 (3; -1.7) Pto 4(3; 1.7) Pto 
5(5; -1)Pto 6 (5; 1) 

Otros datos necesarios en el cálculo: 
Módulo de eláticidad del material (E) = 8000 ton/m2 
Coeficiente de Poisson (ν) = 0.35 
Peso unitario o del material (γ = 2 ton/m3) 
Parámetros de resistencia (c, φ): c=3.6 ton/m2 y φ=35º) 
Espesor considerado en el elemento =0.312 m 
Viscosidad física del material (η) = 1000 ton.seg/m2 
Incremento de tiempo (Δt) = 5 seg. 

4.2 Resultados: 

La Tabla 1, muestra la concentración de las fuerzas ex-
ternas en los nodos de los elementos y cálculo de los des-
plazamientos en los nodos Aquí se indica la componente de 
la fuerza en la dirección de los ejes de referencia “x” y 
“z”(Fx, Fz), así como también de la componente de sus 
desplazamientos en ambas direcciones.  
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Tabla 1.- Fuerzas externas y desplazamientos en los nodos. 
 

Fuerzas ex-
ternas (ton) Desplazamientos (m) Elemento Nodo 
Fx Fz δz (m) δz(m) 

1 -9.36 -1.24 0.00 0.00 
2 -9.36 -1.24 0.00 -0.00782 

1 

3 0 -1.24 0.00319 0.00 
2 0 -8.11   
3 0 -1.06   

2 

4 0 -8.11 5.8x10(-4) -0.00328 
3 0 -0.70   
4 0 -0.70   

3 

5 0 -0.70 0.00362 0.00 
4 0 1.23   
5 0 -0.41   

4 

6 0 1.23 0.00 0.00121 
 
En la Tabla 2, se muestra el proceso iterativo para la 

estimación de esfuerzos y deformaciones viscoplásticas, 
donde se aprecia la variación de la función de fluencia en 
cada elemento. El cálculo se ha hecho para los tiempos de 5, 
10, 15 y 20 seg. Se ve como a medida que incrementa el 
tiempo existe una redistribución de los esfuerzos de cada 

elemento a los elementos más cercanos, y por tanto aumen-
tando o disminuyendo las deformaciones en cada uno de 
ellos 

 
Fig. 6. Figura conformada por cuatro triángulos, donde se muestran los 

puntos de apoyo y cargas actuantes en la misma. 
 

 
 

Tabla 2.- Esfuerzos y deformaciones. 
 

Esfuerzos (ton/m2) Deformaciones viscoplásticas 

Elemento 
σx σz τxz σy 

Función de 
fluencia εx εz γxz 

 
Primer paso iterativo t= 5 seg 

1 0.122 -17.761 0.5790 -6.174 0.871 0.003 -9.23x(-4) 2.81x(-4) 
2 -5.142 -11.571 1.931 -5.85 -4.074 0.00 0.00 0.00 
3 -0.458 -9.049 -1.264 -3.328 -1.280 0.00 0.00 0.00 
4 -7.719 1.367 1.923 -2.223 0.081 -7.05x(-5) 3.03x(-4) 1.58x(-4) 
 

Segundo paso iterativo t = 10 seg 
1 2.191 -2.244 0.219 -4.8(-4) -0.817 0.00 0.00 0.00 
2 0.059 -25.387 16.474 -8.865 10.52 -0.015 0.003 -0.01 
3 -0.016 -25.427 -27.210 -8.905 19.703 0.049 0.007 -0.089 
4 -2.488 3.346 1.041 0.012 0.312 -3.58x(-4) 0.001 6.83x(-4) 
 

Tercer paso iterativo t = 15 seg 
1 1.035 -23.976 2.315 -0.212 3.108 0.016 -0.004 0.003 
2 -2.121 -5.417 -4.893 -0.008 -0.03 0.00 0.00 0.00 
3 4.706 -2.741 0.033 0.001 1.256 0.054 0.006 -0.089 
4 -2.37 0.704 4.733 -0.02 1.468 6.13x(-4) 0.005 0.008 
 

Cuarto paso iterativo t = 20 seg 
1 21.032 -13.38 1.311 0.071 16.42 0.08 -0.053 0.009 
2 -15.687 -29.073 9.533 -15.666 10.84 -0.021 -0.017 0.009 
3 -0.831 -0.021 -0.968 -4.5x-4 28.368 0.141 0.095 -0.094 
4 -8.298 14.937 6.209 0.08 -12.877 0.00 0.00 0.00 
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5  Conclusiones 

• Se ha hecho un desarrollo de las expresiones matemáticas 
necesarias para llevar a cabo un análisis a través del mo-
delo viscoplástico de Perzyna (1966), ayudados con la de-
rivación de Wittke (1990) y Chen (1975). 

• Se presentan ecuaciones para los análisis de tres dimen-
siones y para deformación plana. 

• Se hace una aplicación del modelo en deformación plana, 
donde se usa la técnica de elementos finitos, cuya meto-
dología es imposible explicar en este trabajo, sin embargo 
es un compromiso hacerlo para uno próximo. 

• En el ejercicio resuelto, se aprecia como existe una redis-
tribución de los esfuerzos a lo largo del tiempo, lo que se 
refleja en el valor de la función de fluencia en cada uno 
de los elementos, haciéndose algunas veces positiva y 
otras veces negativa, indicando la presencia de deforma-
ciones o no de deformaciones viscoplásticas en los ele-
mentos. 

• La existencia o no de deformaciones viscoplásticas en 
cualquier elemento, se debe a una redistribución de los es-
fuerzos en los elementos cercanos. 

• Para las estimaciones que se han realizado se aprecia que 
en general existe un aumento de las deformaciones visco-
plásticas en el tiempo lo cual se corresponde con la teoría 
del modelo viscoplástico, sin embargo en este ejemplo no 
existe una tendencia a la disminución de esas deforma- 

ciones en el tiempo, lo cual es factible en materiales don-
de el proceso de repteo no se estabiliza. 

• Por último, creemos que este estudio es un paso importan-
te para el ingeniero geotécnico, que desea analizar la de-
formación de cualquier suelo a través de modelos donde 
se tenga presente la dimensión del tiempo, lo cual es poco 
manejado en nuestra formación tecnica. 

Referencias 

Cetin S y Werner S, 1970, Deformation and stability of vis-
coelastic soil media, Journal of the Soil Mechanics and 
Foundations Division, Proceedings of the American Society 
of Civil Engineers. 
Chen W, 1975, Limit analysis and soil plasticity, Elscvier, 
Amsterdam. 
Etse G y Willam K, 1999, Failure analysis of elastovis-
coplastic material models, Journal of Engineering Mechan-
ics. 
Perzyna P, 1966, Fundamental problems in viscoplasticity, 
Adv. Appl. Mech. 9. 
Wittke W, 1990, Rock mechanics, Springer – Verlag. 
Soydemir C. y Schmid W, 1970, Deformation and stability 
of viscoelastic soil media. Journal of the Soil Mechanics 
and Foundations Division, Vol. 96, No. SM6, pp. 2081-
2098 
.



78  

Revista Ciencia e Ingeniería. Vol. 29, No. 1, diciembre-marzo, 2008 

 


