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Resumen

En esta contribucion se presenta un método para la sintesis de controladores robustos en sistemas lineales a tiempo discre-
to con incertidumbres politopicas. El método considera una ley de control por realimentacion estdtica de la salida extendi-
da (ESOF), basada en condiciones de desemperio modificadas, establecidas a partir de las normas Hy,/Hy, las cuales se
describen como desigualdades matriciales lineales, LMIs. La ESOF consiste en el disefio de ganancias de realimentacion
para la inyeccion de la salida y su derivada discreta, que corresponde a la sefial de control. Se establecen condiciones para
la existencia de este tipo de control. Los parametros inciertos se suponen que pertenecen a un politopo. Se consideran indi-
ces de desempernio multi-objetivos en Hy/H,. Las condiciones de desempeiio Hy/H,, extendidas se obtienen por medio del le-
ma de proyeccion. El desemperio de la técnica propuesta es ilustrado por medio de un ejemplo numérico.

Palabras clave: Sistemas Lineales a tiempo Discreto. Realimentacion estatica. Control Robusto. Incertidumbre Politdpica.
Desigualdades Matriciales Lineales.

Abstract

In this contribution it is presented a method for the synthesis of robust controls in discrete-time linear systems (DTLS) with
polytopic uncertainties. The method considers a static feedback of the extended output control law, based on modified per-
Jformance conditions, established under the Hy/H, rules, which are described as linear matrix inequalities (LMI). The DTLS
consists in the design of feedback profits by the output’s injection and its discrete derivative, which corresponds to the con-
trol signal. Conditions are established for this kind of control’s existence. The uncertain parameters are supposed to belong
to a polytope. Multi-objective performance rates are considered in HyH,. The H,/H,, extended performance conditions are
obtained by the projection lemma. The performance of the proposed technique is illustrated by a numerical example.

Key words: Discrete-time Linear Systems. Static Output Feedback. Robust Control. Polytopical Uncertainty. Linear Matrix
Inequalities (LMI).

1 Introduccién esas caracteristicas son los construidos a partir de la reali-

mentacion de estados, los cuales tienen el inconveniente de

En todo proceso de sintesis de sistemas de control el
objetivo final es la implantacién practica del controlador
disefiado. Cuando se trata la sintesis de sistemas de control
para los fines préacticos, siempre se busca la mayor simplifi-
cacion y flexibilidad para la implementacién. De alli que el
control por realimentacion de la salida ha sido un topico de
mucho interés de investigacion.

Como se sabe, uno de los controladores que ofrecen

que no siempre es posible disponer de todos los estados.
Por su parte, la realimentacion estética de la salida permite
tener todas las bondades para una implementacion sin mu-
chas exigencias. El mayor inconveniente para la sintesis de
control por realimentacion estatica de la salida (SOF) son
sus condiciones de existencia de tales controladores, (Syr-
mos et al., 1997).

El problema de SOF se refiere a lo siguiente: dado un
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sistema lineal, en general invariante en el tiempo, encontrar
una ganancia de realimentacion estatica de la salida de ma-
nera que en lazo cerrado el sistema controlado exhiba ca-
racteristicas deseadas de comportamiento; o en su defecto,
determinar la no existencia de tal ganancia, (Gadewadikar
et al., 2006). Aunque se conocen varias condiciones teori-
cas para la existencia de controladores por SOF, existe el
inconveniente de algoritmos practicos para la solucion sin
mayores requerimientos.

1.1 Formulacion del problema
Considérese el sistema DTLS definido por

Tpy1 = Axp + Bug; yr = Cxy, 1)
donde 4 € ®m>n, B e wrxm Yy ¢ e wexn. Para SOF, si el
sistema jError! No se encuentra el origen de la referen-
cia. tiene la propiedad de que (4. B) es estabilizable, se de-
be encontrar un control de la forma.

up — !\y,{\ (2)

donde k- < spmxr es la ganancia de realimentacién estati-
ca a construir, de tal manera que el sistema en lazo cerrado
sea estable. Esto significa que si existe x;, entonces la ma-
triz dinamica del lazo cerrado 4 + pxcc debe ser estable.

Problema 1: Dado el sistema (1), con 4, ) estabili-
zable. Encontrar x para el control (2) de tal manera que la
matriz 4 + BKc tenga todos sus autovalores en la region
estable.

La seleccion de la ganancia x debe permitir satisfacer
los requerimientos de funcionamiento segln los objetivos
de disefio del sistema de control. El primer detalle a definir
es la existencia de tal ganancia de realimentacion estatica.
Para ello han sido presentado varios resultados tanto para el
caso de sistemas a tiempo continuo como para tiempo dis-
creto: (Syrmos et al., 1997; Gadewadikar et al., 2006; Ere-
menko and Gabrielov, 2002; Chen et al., 2004; Lee et al.,
2006; Bara and Boutayeb, 2005). Las condiciones estable-
cidas no indican, de manera directa, los algoritmos de solu-
cién. Asi, se han presentado varios métodos para la solu-
cién algoritmica del problema de SOF: (Bernstein, 1987;
Yang et al., 2004; Ghaoui et al., 1997; Henrion et al.,
2005).

Por otro lado, y en el caso particular de los DTLS,
también se ha abordado el problema de SOF en sistemas
con incertidumbres: (ZHANG et al., 2005; Kanev et al.,
2004; Rosinovéa and Vesely, 2004), en el cual se destaca
que la SOF es un problema de optimizacién NP-Hard no
convexo, mismo que se puede representar, para muchos ob-
jetivos de disefio, como un problema de optimizacion de
desigualdad matricial bilineal (BMI). En este caso, las solu-
ciones reportadas siguen manteniendo el problema de re-
querimientos exigentes desde el punto de vista computacio-

nal, limitando la aplicacion practica de las técnicas de SOF
en procesos industriales.

Para mantener la idea del problema de SOF, conside-
remos un ejemplo numérico a partir del siguiente modelo
dinamico:

0 1 0
Tpy1 = ([}_2 2) T+ (l) Up: Y = (1 U) T @)

De acuerdo al Problema 1, dadas las condiciones es-
tructurales del modelo, se debe encontrar x para estabilizar
el sistema en lazo cerrado. Para este caso particular, no es
posible estabilizar dicho sistema por SOF.

Notacién » es el conjunto de nimeros reales. Para una
matriz 4, 47 denota su transpuesta. ¢,(.4) define la traza de
la matriz . 1, es el espacio de Hilbert de sefiales a tiempo
discreto vectoriales definidas en (—oc, o), tal que || o ||, 2
(32, |2n|?)/?< 00¥a € b diag(A. B) €S Una matriz di-
agonal con entradas 4 y B en su diagonal. En las particio-
nes de matrices simétricas « denota cada uno de sus bloques
simétricos. 1 define la matriz identidad de dimensién apro-
piada.1.1.

2 Preliminares

En esta seccion se establecen algunos resultados pre-
liminares a los fines de dar condiciones de desempefio adi-
cionales en el analisis de los sistemas lineales a tiempo dis-
creto (DTLS). Considérese el sistema DTLS

G(z) i— Tpy1 = Awxy 4+ Buy
! - yr = Cay + Duy, (4)

donde, a-,. & ™son los estados, «,. € R son los contro-
les y 4. e % son las variables medidas. Las matrices
A, B.C, D son bien conocidas y de dimensiones apropia-
das. Se sabe que () es estable si los autovalores de 1 per-
tenecen a la regién estable del plano complejo, estos es:

ro =fzec | [ o[} <o} ©)

donde

b — {—1 (J]
0 1 6)

En términos de Lyapunov, esa condicién de estabilidad
se describe por el siguiente Lema:

Lema 2.1 (LMI Estindar): considérese el sistema (4).
Entonces, todos los autovalores de A pertenecen a A(«) da-
do por (5) si y solamente si existe una matriz 7 < .. que
satisface el siguiente conjunto de LMIs:
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P >0 7)
T
H] (¢®F) m <0 (8)

Demostracion: Ver (Pipeleers et al., 2009).

Para estudiar el desempefio de ese sistema, en la teoria
de control 6ptimo robusto, es tradicional aplicar criterios
basados en normas. Asi, existen de versiones mejoradas del
Lema Real Acotado de manera de minimizar el conserva-
tismo (Oliveira et al., 2002; Xu et al., 2007; He et al.,
2005), o en el caso de desempefio en 7, (Oliveira et al.,
2002; Pipeleers et al., 2009), esto con la finalidad de redu-
cir el conservatismo. Seguidamente, algunos de estos méto-
dos seran presentados y sirven de base para el desarrollo de
los resultados que mostraremos en esta contribucion.

2.1 Condiciones LMI extendidas para DTLS

Lema 2.2 (Norma H. relajada en tiempo discreto): con-
sidérese un sistema como el dado por (4). Las siguientes
declaraciones, con 72 = P7 = 0, son equivalentes

L Aesestabley ||C(zI — A)~'B||2 < s

Il.  Existe Py z, tal que

P PA PB

ATP P 0| >0,

BP0 1

"7 D )
¢t P o] >0, tr(7) < p.

DT 0 1

I1l. Existe - < y G tal que

(G+GT—P GA GB
Af¢T P 0 | >0,
B'G" 0 I

7 C D
¢t P ool >0, tr(2) <p.
DT 0 1

(10)

Demostracion: La demostracion estd basada en la
aplicacion del lema de proyeccion. Esta prueba puede ser
evaluada en (Duan et al., 2006).

Lema 2.3 (Norma H- relajada en tiempo discreto):
considérese el sistema lineal a tiempo discreto (4), con ma-
trices (A.B.c. D). Las siguientes declaraciones, con
P = PT = 0, s0Nn equivalentes

I) 1esestabley ||[C(zI— A)"'B+ D|| < 7.

Il) Existep, tal que

P 0o ATp cT

0 ~21 BTp DT S0
PA PB P 0 ’

' D 0 I (11)

iii) Existe p y ¢ tal que

G+aT—-pP 0 GA GB
0 I C D
ATgT ct p o |~ 0.
T - o
B'G D 0 <1 (12)

Demostracién: La demostracién se construye a partir
del lema de proyeccion. Los detalles pueden ser evaluados
en (Duan et al., 2006).

Estos resultados seran Utiles para el disefio de contro-
ladores robustos por realimentacion estatica de la salida ex-
tendida, tal como se mostrara a continuacion

3 Control por Realimentacion Estatica de la Salida Ex-
tendida

Considérese el sistema (1). Se define el control como:
w = Koyk + K1yk41, (13)

donde k, y &, son las ganancias de realimentacion, a deter-
minar, para la salida y su derivada discreta. En este caso, la
derivada discreta de la salida se utiliza en el contexto de la
accion derivativa en controladores tipo PID. Asi, el control
estara dado por

wy, = (I

K1CB) ™ (KoC + K\ CA) ., (14)

Tal como se puede observar, la existencia del control
depende de la invertibilidad de la matrizl — KX1C' B, que
es una condicion menos ““fuerte" que las establecidas en el
problema 1 de SOF. Asi, para el Control por realimentacion
estatica de la salida extendida se establece el siguiente pro-
blema:

Problema 2: Dado el sistema (1), con (4. B) estabili-
zable. Encontrar Kq y K, para el control (14) de tal manera
que la matriz A + B (I — K,CB)™ " (KoC + K1 CA) ten-
ga todos sus autovalores en el semi-plano estable.

Lema 3.1 Sea M = I — K, CB. Existe un control por
realimentacion estatica de la salida extendida de la forma

wy = Mt (KoC' + K CA) aye, (15)

si y solo si M tiene inversa generalizada (pseudo inversa
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Moore-Penrose), dada por mt,

En efecto, si M7 es la matriz transpuesta de ™, que se
asume tiene rango completo por columnas, entonces la ma-
triz pseudo inversa Moore-Penrose es

Mt = (M"M) " M| [a cual, si existe, permite calcular la
ley de control. Esta condicién debilita y generaliza las esta-
blecidas en (Jinzhi and Jifeng, 2001), dandole, ademas, so-
lucion al problema de SOF, (Rios-Bolivar et al., 2009b).

3.1 Ejemplo

Para verificar la efectividad de la técnica, considérese el
modelo dinamico dado en (3). Alli, es posible estabilizar el
sistema en lazo cerrado por SOF generalizada puesto que
I — K1 C'B es invertible, entonces

Uy = (;1[] + ;1']_ 1\1) Ly

y la matriz dinamica de lazo cerrado es

L 0 1
Ac = ((}.2+kn+k1 2+L-.)

de tal manera que con una seleccion apropiada de %o y k1 se
estabiliza dicho sistema. A diferencia de la SOF basica
(problema 1), en este caso la estabilizacion se puede lograr
utilizando la realimentacion de la salida extendida

4 Formulacion LMI

Consideremos el problema de estabilizacion por reali-
mentacién de la salida extendida en el contexto de LMIs.
Esto es, dado el sistema (1), encontrar Ko y X1 de tal manera
que el sistema en lazo cerrado sea estable en el sentido de
Lyapunov, es decir si las siguientes BMI (desigualdades
matriciales bilineales) se satisfacen.

P = 0, P — ATPA. = 0; (16)

donde 4. es la matriz dinamica de lazo cerrado.

4.1 Teorema:Sea el sistema dado por (1) con el par (A. B)
estable. Existe un control por SOF entendida de la forma
(15), que estabiliza en sistema en lazo cerrado, si existe m*
y la matriz P = 0 simétrica, y las matrices Y, 7 tales que la
siguiente LMI es satisfecha.

P AP+ BY + BZ
pPAT 4+ yigr + 7T gT P ] = 0. (17)
donde, las ganancias de realimentacién se obtienen de
Ko =WViyp-tc? (cc™) ] (18)
Ki=ViZp=tATcT (cAaTc™) ™! (19)

donde, V=1+ ZpP-'ATC” (('_-'._-1"'("")" CB.

Demostracion: en efecto, si ux es de la forma (15), en-
tonces la matriz dinamica del lazo cerrado corresponde a:
A, = A+ BM* (KoC' + K, A), luego, de la expresion
(16) y aplicando el complemento de Schur, con 77 = P!,
se obtiene la desigualdad matricial.

P *
[1’.-1"' + PCTKE ' BT + PATCT KT (mH)T BT 1’] > 0.

Siy =MIK,CP yZ = MK, C AP, se obtiene la LMI
dada por (17). Dado que

M*Kq
MK, =

yp-tct(cc™y!
Zzp~tATcT(cAATcT),

Y M =1 - K,CB entonces
MP =1+ zZzP 'ATCcT(CcAATCTYy 'eB =V

por lo que Ko y K1 se obtienen de las ecuaciones (18) y (19),
respectivamente

Es importante sefialar que las condiciones para calcu-
lar Koy K1 son equivalentes a las establecidas en (Jinzhi and
Jifeng, 2001), pero en nuestro caso son menos restrictiva
para los tipos de sistemas ya que la estabilizacion se puede
lograr, mediante el calculo adecuado de KXo y K1, cuya con-
dicion de disefio amplia la clase de sistemas que pueden ser
controlados por esta técnica.

5 Control en H> — H,

Considérese el sistema LTI definido por

Awxy. + By, + Bowg
C‘; T+ D*.q.,‘;,,

C‘H“‘k (20)

i;‘

Zk
Y

donde w:. € I s una perturbacion desconocida. = la salida
controlada y ¥~ la salida medida.

Problema 3 Dado el sistema (20), con (A. B,,) estabili-
zable. Encontrar Ko y K1 para el control (14) de tal manera
que la matriz dindmica A. del lazo cerrado sea estable y
que la norma -2 6 norma -~ de la funcidn de transferencia
de la perturbacion a salida controlada sea minima en algin

sentido, es decir | H-w(2) l2< 116 || Hwo(2) ||l < 7.
Aplicando el control dado por (14), entonces el siste-

ma en lazo cerrado sera

Thil Acxy + Bowy,

2k = Cexp + Dowy (21)
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donde
A. = A+ B“M¢ (K‘.()C'H + i\?[(.-ly A)
b. = B,+ BuMINlC'ﬂB“;.
. = Ci,
D. = D,.

Asi, m7__(z) corresponde a

A. | B,

H..(2) = { S

] =C.(zl — A)"'B. + D,
(22)

5.1 Control H,

En este caso, la idea es obtener un controlador que nos
permite alcanzar un indice de desempefio bajo la norma-2

Problema 3a Para el sistema (20), con (A. B,,) estabi-
lizable. Se desea encontrar KXoy K para el control (14), de
tal manera que la matriz dindmica del lazo cerrado A. sea
estable y que la norma-H» de la funcion de transferencia
| H..(z) |2 sea minima, es decir || H...(z) |[2< ~

Del Lema 2.2 se obtienen los siguientes resultados:
5.1.1 Control H, Conservativo

Teorema 5.1 Considérese el sistema dado por (20),
con el par (4. B.) controlable. Existe un control por SOF
extendida, de la forma (15), para la estabilizacién en lazo
cerrado y  satisfaciendo el indice  desempefio
[| H-..(z) |[2< =, si existen M, la matriz simétrica 7 = 0, y
las matrices X, Y, Z, Z, tal que las siguientes LMIs son
satisfechas

P *  *
PAT +YTBI'+Z"BI P x| >0
A T
BI + BICT X" Bu 0 I (23)
[z C.P D,
prer P 0 | >0, tr(Z)<w;
| DI 0 I (24)

a partir de lo cual, las ganancias de realimentacion son

Ko=VIYP'Cf (C,C7) (25)

Ky = ViZP~'ATCl (C,AATC)) (26)

donde V =1+ XC,B.,.

Demostracion: La demostracion estd basada en la
aplicacion de transformaciones congruentes y cambios de

variables, ver (Rios-Bolivar et al., 2009a). En efecto, la
primera desigualdad de la ecuacion (9) se multiplica por la
izquierda por la transformacién T y por la derecha por T7.
Mientras que para la segunda desigualdad se utiliza la trans-
formacion S, bajo la misma multiplicacién, donde
T = diag(Q, Q. 1) y § = diag(L, Q.I), con Q = =1 Los
cambios de variables se relacionan con la linealizacion de
las desigualdades resultantes.

Como se puede notar, las condiciones para obtener el
controlador son similares a las derivadas de la solucidn del
problema 2 via LMI, pero se amplia el conjunto de sistemas
que pueden ser controlados por SOF.

5.1.2 Control H, Relajado

Teorema 5.2 Considérese el sistema dado por (20),
con el par (A.B,) controlable. Existe un control por SOF
extendida, de la forma (15), para la estabilizacién en lazo
cerrado  y  satisfaciendo el indice  desempefio
| H...(z) ll2< =, si existen Mf, la matriz simétrica P = 0,y
las matrices G X vV 7 7Z tal que las siguientes LMIs son
satisfechas

G+ C;T - P * K
AGT" +B,Y+B,Z P * | >0
L c.G" 0 I 27)
i Z *  *
B,+ B,XC,B, P * | >0, tr(Z) <.
L D, 0 I (28)

para lo cual, las ganancias de realimentacion se obtienen de

1

Ko = V¥Y(GT)~'c! (c,cl)” (29)

]\'I - VIZ((;"')_'_ol.""("!':f' ((-rﬁ__l__'l'f'(—f;:- -1 (30)

donde v — 1+ X, B...

Demostracion: La prueba es analoga al caso previo,
ver (Rios-Bolivar et al., 2009a).

5.2 Control H.,

Del Lema 2.3, donde la norma-~c se caracteriza como
una LMI, se obtienen los siguientes resultados:

5.2.1 Control H.. Conservativo
Teorema 5.3 Sea el sistema dado por (20) con el par

(A, B.) estabilizable. Existe un control por SOF entendida
de la forma (15), que estabiliza en sistema en lazo cerrado y
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| H...(z) |loe< 1, Si existe M!y la matriz PP = 0 simétrica, y
las matrices X, Y Z, tal que la siguiente LMI es satisfecha

P * * *
0 12l * ok 0
AP+ B,Y +B,Z B, +B,XC,B, X » >
c.p D, 0 I (31)
asi, las ganancias de realimentacidn se obtienen de
. e 1T , T -1
Ko =VYP'C) (C,C)) (32)
- =1 4T ~T T ~Ty
Ki=Vvizp~tA'cy (c,AATCy) (33)

donde v — 1+ X, B...

Demostracion: Nuevamente, mediante transformacion
congruente y cambios de variables se obtiene la prueba, ver
(Rios-Bolivar et al., 2009b; Rios-Bolivar et al., 2009a).

5.2.2 Control H.. Relajado

Teorema 5.4 Considérese el sistema dado por (20),
con el par (A, B.) controlable. Existe un control por SOF
extendida, de la forma (15), para la estabilizacion en lazo
cerrado y satisfaciendo el indice  desempefio
| H..(2) |l < p, si existen M, la matriz simétrica 7 - 0,y
las matrices G ¥ Z tal que la siguiente LMI es satisfecha

G+GT - p * * *
0 I * *
AGT + B,Y + BuZ Bo+BuXCyB, P + |7°
c.GT Dy 0 @l (34)

para lo cual, las ganancias de la realimentacion estética de
la salida extendida se obtienen de

) P LT e i —1
Ko = VY (G") IC; ((y(-,rj) (35)

K = Vi@ AT (0,aa7 ) @)

donde v — 1+ X, B...

Demostracion: La demostracion es andloga al caso
previo.

En este caso las condiciones son similares a las presen-
tadas en la solucion del Problema 2 via LMI. Por otro lado,
se amplia el espectro de los sistemas a ser estabilizados por
realimentacion de la salida.

Por otro lado, se puede observar que hay condiciones
para lograr un rechazo pleno de la perturbacién. En efecto,
si K1 se selecciona de tal manera que

(I+ B,M*K,C,) € ker (B,,), entonces se rechaza la per-
turbacion. Por lo tanto, una vez seleccionado K, se debe
disefiar X' de tal manera que la matriz dindmica de lazo ce-
rrado sea estable (Rios-Bolivar et al., 2009b). De igual ma-
nera, es posible tratar problema de regulacién o seguimien-
to de la salida, nuevamente con una adecuada seleccién de
Ko, K1y una ganancia sobre la sefial de referencia para ase-
gurar un error nulo entre la salida y esa sefial a seguir.

6 Control Robusto

Hasta ahora se ha considerado el disefio de controlado-
res con objetivos de minimizar el efecto de las perturbacio-
nes a las salidas controladas, tal como ha sido mostrado en
(Rios-Bolivar et al., 2009a). A partir de este momento, el
interés se centra en disefiar controladores robustos, en pro-
cesos donde existe incertidumbre en la matriz dinamica de
la planta. Sea el sistema incierto

T = Ala)xy, + B (a)wy + By,
2z = C.(a)ry + D, (a)wy
yr = Cyxy, (37)

donde «. € R™ son los estados, w« € R7 son perturbacio-
nes desconocidas, . € R™ son las entradas de control,
= € W= son las salidas controladas, i« € R son las sali-
das medidas. Adicionalmente, las matrices desconocidas
del sistema conforman un politopo incierto, es decir, perte-
necen a una cascara convexa, con lo cual

N
Qn = (A.B,.C..D,) (@) = > ; (Ai. B, .C.,.Dy,) .
i=1

con i =0, Z:,\;l a; = 1. (38)

Puesto que ~ esta restringida a un conjunto unitario ya
que «a; =0, >Y,a;=1 entonces las matrices
(A, B,.C..D,)(«) son funciones afines del vector de pa-
rametros inciertos o € ®~ descrito por la combinacién con-
vexa de las matrices veértices
Ai,B,,.C...D,.,i=12,...,] N

Como se puede observar, las matrices B, y ¢, se con-
sideran conocidas. Eso tiene correspondencia con el hecho
de que ellas representan, desde el punto de vista practico,
los elementos fundamentales y precisos para la implanta-
cion de los sistemas de control, que son los actuadores y los
sensores, respectivamente.

Ahora, aplicando el control por realimentacion de la
salida  estatica  extendida, y asumiendo que
M =T — K, ¢y B., entonces

Mi (I\:(]Cy + KIC‘UA—M(I)) TR+
MIA_ICTEJBW(“ )..Uj.. (39)

u, =
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por lo que las matrices de lazo cerrado son

A. = Aa)+ BMKoC, + BM*K,CA(a)
B. = B,(a)+ B.M'K,C,B,(a),

e = C.(a),

D. = D,(a).

6.1 Control Robusto Ha

Del Lema 2.2 se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 6.1 Sea el sistema (37) sobre el politopo
(38). Existe una ley de control por realimentacion estatica
de la salida extendida, de la forma (39), que garantiza un
desempefio en H. para el sistema en lazo cerrado, cum-
pliendo las condiciones formales, si se satisfacen

[ G+GT - p *
ATGT + CIyT + ATCTZT P o+ | >0
T T T T 71
BLGT+ Bl ClZ 0 1 (40)
Z C. D,
cr p 0 | >0, tr(Z)<n.
1
| DI 0 1 41)
para  j—1,...,] v, donde e prxn Y e mrxen,

Z € wrxrs, p.— pT o e Rnxn, para lo cual las ganan-
cias de la realimentacion estatica de la salida extendida se
obtienen de

Ko =Vipla—'y (42)
Ky =wviplg—'z (43)
donde v = Mt = 1+ BiG—'ZC, B,.

Demostracién: A partir de cambios de variables se
llega a la prueba. Astimase que existe una solucion factible
para el problema de realimentacidon estatica de la salida ex-
tendida, segun el control (39). Entonces, segun el Lema 2.2
y las matrices dindmicas del lazo cerrado, se tiene

G+G" -P GA;+GBMKyC, +GBMK,C,A;
* P;

* *
GB,, + GB,M!K,C,B,,
0 >0,
I

Si YV =GTB.MKo Yy Z=GTB.M*K,, entonces por
aplicacion del Lema 2.2 se llega al resultado mostrado.

6.2 Control Robusto H_.

Del Lema 2.3 se deriva el siguiente resultado:

Teorema 6.2 Sea el sistema (37) sobre el politopo (38).
Existe una ley de control por realimentacién estatica de la
salida extendida la forma (39), que garantiza un desempe-
fio sub-6ptimo H.. para el sistema en lazo cerrado, satisfa-
ciendo las condiciones formales, si se satisface

G+GT - P, *

* *
0 I * ok 0
ATGT + YT + .43‘(},’;"2’1‘ T pox |7
B L e Z ;
Bq;.- G' + b)-aCU A D@_’_ 0 I I (44)
para i 1,....1 N, donde G € Rmxm Y € Rnxpy,

Z e < Py = P~ 0€ %", Las ganancias de la re-
alimentacion son:

Ko =Vipla—'y (45)
Ky =Vipig—'z . (46)
donde v = Mt = 1+ BiG—'ZC, B,.

Demostracién: A partir de cambios de variables se lle-
ga a la prueba. Asimase que existe una solucién factible
para el problema de realimentacion estatica de la salida ex-
tendida, segun el control (39). Entonces, segun el Lema 2.3
y las matrices dindmicas del lazo cerrado, se tiene

G+G'-P; 0 W GB., +GB.MK,C,B.,
* I C. D... S0
e * P; 0 !
2
. * * pl

donde W = GA; + GB MK ,C, + GTB,MI,C,A,;,
Si YV =GTB,MK, y Zz=GTB,MK,, entonces por
aplicacion del Lema 2.3 se llega a la conclusiéon mostrada

Los resultados aqui obtenidos en H. y en H2 se pueden
combinar a fin a de obtener controladores con multi-
objetivos. En las técnicas multi-objetivos clésicas, las ex-
presiones de la forma A7 P + P4 involucran productos en-
tre las matrices de Lyapunov y las matrices de disefio, tal
como ha sido mostrado en los casos no relajados, lo que se
traduce en conservatismo. A fin de garantizar la convexidad
del problema, es necesario hacer una consideracién funda-
mental, reforzando todas las especificaciones a partir de una
Gnica funcidn de Lyapunov. En el caso presentado, debido a
las versiones extendidas de las caracterizaciones de las
normas Hs.H.. como LMIs, no se generan productos que in-
volucren matrices de Lyapunov, y las matrices de disefio Ko,
K1 no dependeréan de ellas, evitdndose la necesidad de usar
la misma matriz de Lyapunov para todas las especificacio-
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nes. Asi, este hecho es muy importante debido a que no so-
lamente hay una matriz de Lyapunov dependiente de para-
metros para cada formulacién, sino que hay, ademas, una
funcion de Lyapunov para cada especificacion de desempe-
fio, lo que permite reducir el conservatismo.

7 . Evaluaciéon Numérica
7.1 Ejemplo 1

Sea el sistema definido por, (Duan et al., 2006):

0 -5 1 6 0
Tht1 = {2..-3 1]""+[1] ”"+[1 U]‘”*‘

[—100 10]ap + [0 1]wy

=y )

Y = [1 U] Tk

el cual es inestable. Aplicando los resultados del Teorema
5.4 se obtiene:
Ko = —1.2610, Ki = —0.1448

para un valor de ;. = 2.1410 de la minimizacién de la nor-
ma-~c para la funcion de transferencia #..(z). Asi, la ma-
triz dindmica del lazo cerrado es

—0.5061
1.9939

—0.4709
Ac= = 1.0291

cuyos autovalores son 0.26150 + 0.5914j. De esta manera
se evidencia la estabilizacién del sistema en lazo cerrado
con una atenuacion de la perturbacion

7.2 Ejemplo 2

Considérese el mismo sistema del ejemplo anterior pe-
ro con la matriz A incierta, esto es:

con |a | < 0.45. Por lo tanto, existen valores de a donde el
sistema es inestable. Esta incertidumbre estructurada con-
forma un politopo de dos vértices. Aplicando los resultados
del Teorema 6.2 se obtiene:

Ko = —0.8334, Ky = 0.3333

para un valor de ;» = 8.0007. Para esas ganancias, la matriz
de lazo cerrado es

A — —1.2501 —0.7500 |
“7 1 1.2499  0.7500 4+ |’

la cual, para el rango de valores de «, es estable, tal como
se puede observar en la fig. 1

05

0

Irmg(z) o Real(z)
Fig. 1.
Distribucion de polos

Para enfatizar, en los vértices del politopo y para el valor
central, o = 0, estas matrices son

A = —1.2501 —0.7500 A, = —1.2501  —0.7500
] 1.2499 0.3000 |’ 0] 1.2499 0.7500 |’
A — —1.2501 —0.7500(
2| 1.2499 1.2000 |°

las cuales, tal como se puede verificar, son todas estable.

Para la simulacion, se ha considerado en primer lugar un
valor de o = 0, luego para k = 150 el nuevo valor es de o =
-0.25. Tal como se puede observar en la figura N° 2, el sis-
tema es controlado, aln ante la variabilidad del parametro,
de acuerdo a lo establecido por la realimentacion robusta de
la salida extendida

1000 . : . T

-1000 : : 1

1500 i I i i 1
o a0 100 150 200 250 300

Tiernpo (k)

Fig. 2. La salida controlada
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i 1 i I
50 100 150 200 250 300
Tiempo (k)

Fig. 3. La salida medida

En la Fig. 4 se muestra la sefiala de control.

8 ‘ ! : !

| I i 1
0 a0 100 180 200 250 300
Tiernpo (k)

Fig. 4. La sefial de control
8 Conclusiones

A partir de la salida y su derivada discreta, se ha plan-
teado y resuelto el problema de control por realimentacion
estatica de la salida en sistemas lineales a tiempo discreto
con incertidumbres politopicas. Utilizando ambas sefiales,
la salida y su derivada discreta, se disefian dos ganancias de
realimentacion bajo las premisas de estabilidad robusta y
manejo de perturbaciones. La solucion permite ampliar el
espacio de los sistemas que pueden ser estabilizados por las
técnicas tradicionales de realimentacion estatica de la sali-
da. La utilizacién de la derivada discreta de la salida se
considera en el mismo contexto de la accion derivativa en
controladores PID. Se han presentado las condiciones para
la solucion del problema, mismo que se ha resuelto para el

control en H» — H., utilizando la descripcién de la norma-
2 y de la norma-oo como desigualdades matriciales lineales
(LMls). Las condiciones son analogas a los problemas de
realimentacion estatica de la salida ya conocidos, pero se
amplia el espectro de los sistemas lineales inciertos a tiem-
po discreto que pueden ser controlados por este tipo de re-
alimentacion. El disefio del controlador por realimentacion
de la salida estatica extendida es robusto ya que se han con-
siderado sistemas lineales con incertidumbres politopicas.
Las ganancias de realimentacion de la salida extendida se
obtienen por solucién de LMlIs relajadas, las cuales son
menos conservativas, que se verifica mediante un ejemplo
numeérico.
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