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Resumen

Se investiga una red coevolutiva de mapas acoplados, sujetos a un forzamiento, como un modelo simple de un sistema
adptativo de neuronas expuestas a un estimulo externo. Coevolucidn significa que la dindmica de los mapas produce
cambios en la estructura de conectividad de la red, haciendo que la topologia del sistema también varie en el tiempo,
lo cual a su vez afecta la dindmica local. La dindmica local es de tipo oscilatoria y cadtica, descrita por el mapa
del circulo. Se estudia la influencia de los pardmetros del sistema, tales como la intensidad del estimulo externo,
en la formacion de estructuras y se caracteriza el comportamiento dindmico colectivo y las propiedades topolégicas
de la red emergente. Los resultados muestran que existen rangos de valores de la intensidad del estimulo para los
cuales surgen estructuras jerdrquicas en la red. Adicionalmente, se encuentra que el estimulo externo induce mayor
estructura en la red cuando los estados de los mapas estdn menos sincronizados. Nuestro trabajo ilustra el potencial
que tiene la aplicacion de los modelos de mapas acoplados en el estudio de coevolucion en sistemas complejos.
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Abstract

We investigate a coevolving network of coupled maps subject to a forcing as a simple model for an adaptive system
of system of neurons recibing an external estimulus. Coevolution means that the dynamics of the maps modifies the
connectivity structure of the underlying network, and that this structure in turn affects the dynamics, both varying
in time. The local dynamics is chaotic and described by the circle map. The influence of the intensity of the esternal
stimulus on the dynamical collective behavior and the topological properties of the network are studied. It is shown
that there are ranges of the intensity of the stimulus for which hierarchical structures arise in the network. In
addition, it is found that the stimulus induces more structure when the states of the maps are less synchronized.
Our work illustrates the potential of coupled map models for studying coevolution in complex systems.

Keywords: Coevolving networks, neuronal models, synchronization, adaptation

1 Introduccién Dorogovtsev & Mendes, 2003; Newman, 2003). Estos
sistemas estan constituidos por elementos conectados
formando una red y cuyos estados evolucionan en el
tiempo. La evolucién de los estados de los elementos
puede depender tanto de su dindmica local como de la
estructura de conexién entre ellos. Muchos de estos sis-
temas son coevolutivos, es decir, que la dindmica de los
elementos constituyentes produce cambios en la estruc-
tura de conexién de la red, haciendo que la topologia
del sistema también varie en el tiempo, lo cual a su vez
afecta la dinamica local. En estos sistemas la dindmica

En anos recientes, el concepto de redes dinamicas
ha surgido como un paradigma para el estudio de los
sistemas complejos y ha permeado todos los ambitos
de la ciencia contempordnea (Boccalettiy col., 2006).
Una gran variedad de sistemas naturales y artifi-
ciales, desde la ecologia, la epidemiologia, la so-
cioeconomia, la internet y las ciencias computacio-
nales hasta la neurociencia, se han podido investi-
gar como redes dindmicas (Albert & Barabasi, 2002;
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y la topologia estdn acopladas y dependen la una de
la otra. Actualmente, existe un gran interés en el es-
tudio de sistemas coevolutivos en diferentes contextos
(Gross & Blasius, 2008).

Los modelos de redes de mapas acoplados han sido am-
pliamente utilizados para el estudio de redes dinamicas
(Kaneko & Tsuda, 2000). Las redes de mapas acopla-
dos representan sistemas dindmicos espaciotemporales,
donde tanto el espacio como el tiempo son discretos, pe-
ro los estados de los elementos interactivos son variables
continuas. Estos modelos han demostrado ser capaces
de describir una gran variedad de fenémenos observados
en redes dindmicas, con la ventaja de ser computacional-
mente muy eficientes. Sin embargo, su aplicacion en el
estudio de sistemas coevolutivos apenas ha comenzado
en los iltimos anos.

Muchos sistemas no se encuentran totalmente aisla-
dos en la naturaleza y pueden ser afectados por agen-
tes o estimulos externos al sistema, generando cam-
bios en su estructura y en su dinamica. En este ca-
so, hablamos de sistemas forzados, no auténomos. Por
ejemplo, en el cerebro humano, a pesar de que se cree
que la mayor parte de la estructura global de la cor-
teza estd genéticamente predeterminada, algunas par-
tes son plasticas o adaptativas, y son capaces de or-
ganizarse dindmicamente de una manera que depende
de estimulos externos (Kilgard & Merzenich, 1998). En
tal sentido, resulta importante determinar si la informa-
cién genética es indispensable para la formacién de esta
estructura, o si una estructura jerarquica puede emer-
ger espontaneamente en la corteza cerebral a través de
procesos dinamicos adaptativos.

En este articulo abordamos el estudio de sistemas
coevolutivos sujetos a una fuerza o estimulo externo.
Especificamente, consideramos una red coevolutiva de
mapas acoplados sujetos a un forzamiento como un mo-
delo simple de un sistema plastico de neuronas sujetas a
un estimulo externo

Para nuestro estudio, nos basamos en un modelo pro-
puesto por Ito y Kaneko (Ito & Kaneko, 2000) para el
cambio adaptativo en las conexiones neuronales que con-
duce a una estructura dindmica jerdrquica de una red
bajo la influencia de un estimulo externo. En particu-
lar; estudiamos la influencia de los parametros del sis-
tema en la formacion de estructuras y caracterizamos
las propiedades topoldgicas de la red emergente. Nues-
tros resultados muestran que existen rangos de valores de
parametros, especialmente de la intensidad del estimulo,
para los cuales surgen estructuras jerarquicas para el
procesamiento de informacién en redes neuronales. En
tal sentido, hemos encontrado que el estimulo externo es
capaz de inducir estructura en la red.

2 Modelo de Ito y Kaneko

El modelo de Ito y Kaneko (Ito & Kaneko, 2000) co-
rresponde al siguiente sistema coevolutivo de mapas aco-
plados,

) ) k ) N )
T, = x, +Q+ o sin(27z,,) + % Jz:; €} sin(2nz,)) + 1" (1)

_ [1+ §cos2nm(al, — ai)]eid )
B Ejyzl[l + 8 cos 2m(xl, — xd,)] el ’

ij
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donde 7!, es la fase o el estado de la unidad i (i =
1,2,...,N) en el tiempo discreto n, y N el ntumero de
unidades. La variable €/ corresponde a la intensidad del
acoplamiento desde la unidad j hacia la unidad 7 en el
instante n, I es el estimulo externo que se ejerce sobre
la unidad 7, y el pardmetro ¢ representa la intensidad
de la influencia global del sistema sobre cada unidad.
Debido al interés en estudiar unidades con dindmica os-
cilatoria y cadtica, J. Ito y K. Kaneko proponen el mapa
del circulo como dindmica local
k.
Tpy1 = Tp + Q4 Py sin(27rx,) (mod 1), (3)
donde € es el parametro que corresponde al nimero de
rotacion y k mide la intensidad de la no linealidad del
mapa.

Los acoplamientos €% pueden representarse mediante
una matriz N x N no simétrica, que constituye la matriz
de conectividad (también llamada matriz de adyacencia)
del sistema. A diferencia de la mayoria de los sistemas
dindmicos definidos en redes estaticas, en este modelo
la matriz de conectividad cambia en el tiempo, a medi-
da que cambian los estados de las unidades. Es decir,
la dindmica del sistema y su topologia de conectividad
coevoluciona: el cambio de una afecta la otra y vicever-
sa. Este tipo de sistemas se denominan coevolutivos o
adaptativos.

Este sistema de ecuaciones requiere dar los valores ini-
ciales z{) y la matriz de conectividad inicial j. Los va-
lores iniciales se distribuyen aleatoria y uniformemente,
tal que z§ € [0, 1], mientras que a los acoplamientos ini-
ciales se asignan valores idénticos ¢f = 1/N, Vi, j, de
tal manera que la estructura de la red al comenzar la
simulacion corresponde a una red globalmente acoplada
y simétrica.

3 Formaciéon de estructuras por estimulo ex-
terno

En el presente trabajo nos proponemos a investigar el
comportamiento de la estructura emergente en el modelo
de Ito y Kaneko, en funcién de los pardmetros del sis-
tema. Es decir, estudiaremos la influencia del estimulo
externo I en la formacién de estructuras en la red de
conectividad, y del valor umbral u en la visualizacién
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de las mismas, tal que se define una conexién entre las
unidades i y j si y s6lo si €;; > u.

Una cantidad importante para caracterizar las pro-
piedades de conectividad de una red es el coeficiente de
clustering (Dorogovtsev & Mendes, 2004), definido por

n; 1 & n;
C=(Ci); = <W_1)> - N;m W

donde N es el nimero de nodos en la red, k; es el grado
del nodo 7 y n; es el nimero total de conexiones entre
los vecinos de 1.

La figura 1 muestra el coeficiente de clustering en fun-
cién del pardmetro I (independiente del tiempo) y de u
para una red de tamano N = 50, en el estado asintético
del sistema. En ella se aprecia que la mayor estructu-
ra emergente en la red, indicada por mayores valores
del coeficiente C', ocurre para valores de umbral u pe-
quenos. Por otro lado, se observa que los valores de C
son aproximadamente simétricos con respecto al valor
I = 0.5. Esto se debe a que los valores de los estados
de los elementos de la red estan definidos con médulo 1.
En el intervalo I € [0,0.5] se observa un méximo en el
coeficiente de clustering, alrededor de I = 0.25. Cabe
notar que el valor fijo empleado por Ito y Kaneko en su
articulo (Ito & Kaneko, 2000) corresponde a I = 0.2.

Fig. 1. Coeficiente de clustering promediado sobre 1000
iteraciones, despreciando un transiente de 50000 iteraciones, en
funcién del valor de umbral u y del parametro de la intensidad

del estimulo externo I. Parametros fijos: § = 0.1, 2 =0, N = 50.

La figura 2 (a) muestra el coeficiente de clustering
como funcién de I, para un valor fijo de umbral v = 0.1.
Se nota la existencia de un rango intermedio de valores
de I alrededor de 0.25 (0.75), para el cual el coeficiente
de clustering C' alcanza valores maximos. Es decir, que
intensidades muy bajas o muy altas del estimulo externo
no inducen mayor estructura en la red.

Para investigar las propiedades dindmicas colectivas
de los mapas en la red, calculamos el grado de sincro-
nizaciéon de los mismos en funcién de la intensidad del

0.3

0.25 | (a)

0.1

0.05
0.3

(o) 0.28

Fig. 2. (a) Promedio del coeficiente de clustering C'y (b)
promedio asintético de la desviacién estdndar (o), como funcién
del estimulo externo I, calculados sobre 1000 iteraciones, luego
de un transiente de 50000 iteraciones. Pardmetros fijos 6 = 0.1,

Q =0, u=0.1, en un sistema de tamano N = 50.

estimulo externo. Para tal fin se puede calcular la dis-
persion o desviacion estandar instantédnea de los estados
de los mapas en la red, definida como

1/2

1L
¥ > (@, = (xa))? (5)

donde (z,,) es la media instantdnea de los valores z?,, Vi.
La sincronizacién se puede caracterizar por el promedio
asint6tico (o) de los valores o,,, después de descartar un
numero de transientes. Un estado sincronizado estable
corresponde a un valor (o) = 0. Luego, valores de (o)
pequenos indican un grado mayor de sincronizacién con
respecto a valores grandes de (o).

La figura 2 (b) muestra la cantidad (o) en funcién de
la intensidad del estimulo externo I, para un valor fijo de
umbral u = 0.1. Se observa que los estados de los mapas
en la red presentan mayor desincronizacion justamente
en el intervalo de I para el cual emerge mayor estructura
en la red, como se observa en la figura 2 (a). Es decir,
que el estimulo externo induce mayor estructura en la red
adaptativa cuando los estados de los mapas estan mas
dispersos. Note que esta region concuerda con el rango
de valores donde se observan los estados desincronizados
del sistema en ausencia de estimulo externo, como se
muestra en la figura 2 (b).

Este es uno de los resultados mas importantes del pre-
sente trabajo: la presencia de estructuras en una red no
estd asociada a la sincronizacién de los estados de sus ele-
mentos. Este resultado tiene implicaciones importantes
en cuanto al procesamiento de informacién en el sistema
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nervioso. En particular, estudios experimentales recien-
tes muestran que la desincronizaciéon en algunas areas
del cerebro, estan positivamente correlacionadas con el
funcionamiento de la memoria de largo plazo, mientras
que estados sincronizados se relacionan con la habilidad
de codificar nueva informacién (Zhuan y col., 2009).

1
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0.4

0.2

Fig. 3. Distribucién de probabilidad de conexiones entrantes k;y,
para distintos valores de umbral, m para u = 0.05, e para
u = 0.10, A para u = 0.20, ¢ para u = 0.60. Pardmetros fijos
§=0.1, 2 =0, I =0.2, en un sistema de tamano N = 50.
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Fig. 4. Distribucién de probabilidad de conexiones salientes kout
para distintos valores de umbral, m para u = 0.05, A para
u = 0.15, ¢ para u = 0.60. Pardmetros fijos 6 = 0.1, 2 =0,
I = 0.2, en un sistema de tamano N = 50.

Con el fin de estudiar las propiedades topoldgicas de la
estructura emergente inducida por el estimulo externo,
calculamos la distribucién de probabilidad del total de
conexiones salientes y entrantes de los nodos de la red,
kin v kout Tespectivamente. La figura 3 muestra la dis-
tribucion de probabilidad de k;, para distintos valores
de umbral u, mientras que la figura 4 muestra la distri-

bucién de probabilidad de k,,; para distintos valores de
u. Note que en ambos casos las distribuciones de proba-
bilidad cambian su forma, de tipo gaussiana a tipo ley
de potencia, a medida que aumenta el valor del umbral
u. Esto indica que para valores de umbrales pequenos la
conectividad de la red es més uniforme. En ambos casos
para u = 0 la red estd globalmente acoplada, mientras
que para u = 1 la red estd desconectada.

Las figuras 5 y 6 muestran las distribuciones de proba-
bilidad de k;,, y de ko, respectivamente, para distintos
valores de la intensidad del estimulo externo I. Note
otra vez la simetria con respecto al valor de I = 0.5.
Note que la distribuciéon de probabilidad de conexiones
entrantes k;, es de tipo gaussiana, con un valor medio
aproximado de k;, = 3. Por otro lado, la distribucién
de probabilidad de k,,: posee una cola mas larga para
valores grandes del nimero de conexiones salientes.
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Fig. 5. Distribucién de probabilidad de conexiones entrantes k;y,
para distintos valores de la intensidad del estimulo externo I.
Parametros fijos § = 0.1, Q@ =0, u = 0.1, en un sistema de
tamano N = 50

Finalmente, la figura 7 muestra el niimero de vértices
por capa, para distintos valores de la intensidad del
estimulo 7. Aqui también se observa la simetria con
respecto al valor I = 0.5. Resalta el hecho de que el
mayor nimero de vértices concentrados en pocas capas
ocurre en el mismo intervalo de intensidad del estimulo
alrededor de T = 0.25 (I = 0.75), para el cual se produ-
ce el mayor valor de coeficiente de clustering y la menor
sincronizacion de los estados de los vértices. Valores
de intensidad del estimulo fuera de este rango inducen
un mayor numero de capas en la red, con un menor
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Fig. 6. Distribucién de probabilidad de conexiones saliente kvt
para distintos valores de la intensidad del estimulo externo I.
Parametros fijos § = 0.1, Q =0, v = 0.1, en un sistema de
tamano N = 50

nimero de nodos en cada una. Las redes neuronales
artificiales pueden tener cualquier nimero de capas, y
cualquier niimero de nodos por capas, pero en la gran
mayoria de sus aplicaciones, utilizan estructuras de tres
capas con una capa (saliente) que posee un solo nodo
(Smith, 1997). La presencia del estimulo externo en la
red es fundamental si se desea generar una estructura
jerdrquica de capas similar a la utilizada por las redes
neuronales artificiales en algunas de sus aplicaciones.

4 Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado una red coevolutiva
de mapas acoplados sujetos a un forzamiento, como un
modelo simple de un sistema adaptativo de neuronas
expuestas a un estimulo externo. Este tipo de modelo
tiene mucha relevancia en la investigacién de los procesos
cognoscitivos como la memoria y el procesamiento de
informacion en el cerebro.

Nuestro estudio se ha basado en un modelo propuesto
por Ito y Kaneko (Ito & Kaneko, 2000) para el cambio
adaptativo en las conexiones neuronales, que conduce a
una estructura dindmica jerarquica de una red bajo la
influencia de un estimulo externo. En particular, hemos
investigado la influencia del parametro de la intensidad
del estimulo externo I del sistema en la formacién de es-
tructuras, y el umbral de conectividad u en la visualiza-
cién de las mismas, y hemos caracterizado el comporta-

Fig. 7. Promedio de nimero nodos V' presentes en distintas
capas M que se forman, para distintos valores de I, calculado
sobre 1000 iteraciones, luego de un transiente de 50000
iteraciones. Los valores de V' se indican por el cédigo de colores
mostrados a la derecha de las figuras. Pardmetros fijos § = 0.1,
Q =0, u=0.1, en un sistema de tamafio N = 50.

miento dindmico colectivo y las propiedades topoldgicas
de la red emergente.

Nuestros resultados muestran que existen rangos de
valores de parametros, especialmente de la intensidad del
estimulo, para los cuales surgen estructuras jerarquicas
para el procesamiento de informacién en redes neurona-
les. Adicionalmente, hemos encontrado que el estimulo
externo induce mayor estructura en la red adaptativa
cuando los estados de los mapas estdn mé&s dispersos.
Es decir, la presencia de estructuras en una red no esta
asociada a la sincronizacién de los estados de sus ele-
mentos. Este es uno de los resultados mas importantes
del presente trabajo. Este resultado tiene implicaciones
importantes en cuanto al procesamiento de informacién
en el sistema nervioso. Estudios experimentales recien-
tes muestran que la desincronizaciéon en algunas areas
del cerebro, estan positivamente correlacionadas con el
funcionamiento de la memoria de largo plazo, mientras
que estados sincronizados se relacionan con la habilidad
de codificar nueva informacién (Zhuan y col., 2009).

Por otro lado, hemos hallado que la mayor estructura
emergente en la red, indicada por mayores valores del
coeficiente de clustering C, se puede visualizar mejor
con valores de umbral u pequenos. Hemos calculado
las distribuciones de probabilidad de enlaces entrantes
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kin v de enlaces salientes k,,; para distintos valores de
umbral u, encontrando que estas distribuciones cambian
su forma, de tipo gaussiana a tipo ley de potencia, a
medida que aumenta el valor de u. Esto sugiere que,
para valores de umbrales pequenos, la conectividad que
se muestra en la red es mas uniforme con una mayor
concentracién de nodos en pocas capas.

Hemos mostrado que la presencia del estimulo externo
en la red, en el mismo intervalo de valores de I donde
se produce el mayor valor de coeficiente de clustering y
la menor sincronizacion de los estados de los vértices, es
fundamental para generar una estructura jerarquica de
capas, con un mayor numero de vértices concentrados en
pocas capas. Esta estructura se asemeja a la utilizada
para ciertas aplicaciones de redes neuronales artificiales
(Smith, 1997).

Finalmente, la presente investigacion demuestra el
gran potencial que tiene la aplicacion de los modelos
de mapas acoplados en el estudio de sistemas complejos
coevolutivos. Nuestro trabajo muestra que un modelo
simple, con ingredientes minimos, es capaz de capturar
al menos la fenomenologia de un sistema de neuronas,
incluyendo su plasticidad y su estructura jerarquica.
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