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Resumen

Este trabajo trata de la obtencion del numero Nusselt en conveccion libre para la transmision de calor en una placa
vertical, a la manera de un problema inverso, mediante el Método de Simulacion por Redes. Los datos de entrada son una
serie de temperaturas medidas en un punto de la placa a intervalos regulares de tiempo, estas temperaturas se obtienen
modificando los resultados exactos del problema directo (que también se resuelve utilizando el mismo método) mediante la
aplicacion de un cierto error aleatorio. El modelo en red para la solucion del problema inverso incluye un dispositivo
eléctrico que se encarga de generar la funcion lineal a tramos que va a aproximar la dependencia del coeficiente de
transmision de calor con la temperatura. Los pardametros que definen los sucesivos tramos de la funcion (pendiente y
longitud del tramo) se pueden cambiar mediante programacion hasta hacer optimo el funcional tipico de este tipo de
problemas. Se estudia la influencia del error aleatorio en la solucion del problema comprobando que ésta se ajusta muy
bien a la solucion exacta por debajo de valores en torno al 1%. También se estudia la influencia del numero de términos
que se incluyen en el funcional.
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Abstract

This work deals with the Nusselt number determination in a vertical plate subject to free convection, as an inverse problem,
by means of the Network Simulation Method. The input data of the problem is a set of temperature measurements at a point
of the plate taken at regular time intervals. These temperatures are really obtained modifying the solution of the direct
problem, for which the exact Nusselt number is used, applying a random error. The piece-wise continuous function that
approaches the temperature dependence of the Nusselt number is generated by a special electrical device implemented in
the network model. Parameter that defines the successive stretches of the function, the slope and the length of the stretch,
may be changed by iteration to optimise the functional defined in this kind of problems. The influence of the random error
values is studied being the solution close to the exact one for errors less than 1%. Influence of the number of the functional
terms in the solution is also studied.

Key words: Inverse problem, network method, natural convection.

1 Introduccion ingenieria térmica y de materiales, fabricacion, medicina,

etc. Numerosos métodos y algoritmos han sido propuestos

Durante las dos tltimas décadas los problemas  para la solucion de este tipo de problemas (Stolz, 1960;

inversos han tenido un interés creciente en practicamente  Shumakov, 1957; y Beck y Col., 1985) se han desarrollado
todas las ramas de la ciencia y la técnica: metalurgia,  para resolver el problema inverso.
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Dentro del campo de la conduccion de calor surgen
diferentes tipos de problemas inversos (IHCP) en funcion
del parametro o magnitud objeto de interés: determinacion
de las condiciones de contorno (flujos incidentes
dependientes del tiempo), de las propiedades térmicas del
medio (conductividad, calor especifico, calor de cambio de
estado), de las fuentes o sumideros interiores o de sus
posiciones en el medio, de propiedades superficiales tales
como la emisividad, etc.

Un problema de bastante interés en este campo es la
estimacion del coeficiente de conveccion, h(T). Osman y
Beck (Osman y Beck,1990), que utilizan como medio una
esfera unidimensional, y Maillet (Maillet y Col., 1991),
para un cilindro bidimensional obtuvieron el coeficiente de
conveccion en funcion de la temperatura, h(T), de forma
directa. Chantasiriwan (Chantasiriwan, 1999) evalu6
primeramente las condiciones de contorno (temperaturas y
flujos de calor) de una placa unidimensional y obtuvo h(T)
de estos datos. Oosthuizen y Naylord (Oosthuizen y
Naylord, 1999) trabajaron la conveccion natural en una
pared cilindrica y la conveccion forzada sobre una pared
cuadrada. Guzik y Nowarski (Guzik y Nowarski, 2001)
determinaron h(T) en un cilindro bidimensional usando el
llamado método de filtracién de minimos cuadrados.

En este trabajo se determina el coeficiente de
transferencia de calor en un proceso de conveccion libre,
mediante el método de simulacién por redes (MESIR). Se
trata de un problema inverso de conduccion térmica
transitoria en un solido  (superficie  extendida
unidimensional); estando los extremos sometidos a
condiciones de contorno de segunda y tercera clase, y
considerando las caracteristicas térmicas constantes. Los
datos de entrada suelen ser un conjunto de temperaturas
medidas experimentalmente en alguna zona accesible del
medio. La posicion del punto de medida, el numero de
medidas dentro de un intervalo de tiempo dado y el error
con el que son tomadas son aspectos determinantes en la
precision de los resultados del problema inverso.

Las temperaturas de entrada se obtienen modificando
sus valores exactos mediante un cierto error aleatorio. Estos
resultados exactos, a su vez, son obtenidos de la solucion
del problema directo (DHCP) también mediante el MESIR.
Este método numérico ha demostrado ser bastante eficaz
para la solucion de problemas directos e inversos
(Gonzalez-Fernandez y Col., 1998; Alhama y Col., 2001;
Zueco y Col., 2001). La precision alcanzada con el mismo
se reduce a valores mas que aceptables en el campo de la
ingenieria (0.5%) para un nimero de reticulaciones del
orden de 50 en problemas 1-D, no lineales, siendo los
tiempos de computacion del orden de 1200 s.

La manipulacién matematica necesaria en todos los
métodos de solucion de problemas inversos es
practicamente inexistente en el MESIR. Aqui sélo se
necesita discretizar la variable espacial y obtener la
ecuacion en diferencias finitas, base para el disefio del
modelo en red. Los algoritmos matematicos para la

solucion numérica se encuentran dentro del software de
resolucion de circuitos. Pspice (Pspice, 1994; Nagel, 1974)
es el elegido en este trabajo.

2 Planteamiento del problema

El sistema fisico bajo estudio es una placa infinita de
espesor L, densidad p, conductividad térmica k y calor
especifico ¢, sometida a conveccion libre en una de sus
caras, manteniendo la otra bajo condicion adiabatica (Fig.
1). El problema consiste en la estimacion del niimero de
Nusselt, nimero adimensional que cuantifica la conveccion
libre, N, =h L/k, donde h es el coeficiente de conveccion.
Para ello, en primer lugar, se resuelve el problema directo
(conociendo a priori N,) obteniéndose una serie de medidas
de temperaturas en x=L en funcién del tiempo. Estas, se
modifican mediante un error aleatorio para simular datos
experimentales que seran los de entrada del problema
inverso cuya solucion debera reproducir el N, inicialmente
propuesto.

2.1 Problema directo

El modelo matematico esta constituido por la ecuacion
de conduccion, Ec (1), mas las condiciones de contorno,
Ecs. (2) y (3), vy las iniciales, Ec.(4). Siendo x la variable
posicion, t el tiempo, Ta la temperatura de referencia para
la conveccion, Tini la temperatura inicial del medio, C,, una
constante numérica y G, y P, los numeros de Grashof y
Prandtl, estas ecuaciones son:

p ¢ OT/ot - d/OX[k(T) 0T/0x] =0 (1)
(OT/OX)x-0 = h(T) AT = C, (T,-T,)* L,

Para x=0, 10’ >G, P, >10* )
(OT/0X)x=1) =0,Para x=L 3)
T x,=0)= Tini, 4

2.2 Problema inverso de la conduccion del calor, IHCP

El campo de temperaturas obtenido de la solucion del
problema directo, medido a intervalos de tiempo tj=t;, t,,
..... tm, en x=L, se denomina Tpycp(x=L,%), con 1<j<m,
siendo j el intervalo de tiempo y m el niimero total de
medidas. Para conseguir el conjunto de temperaturas
(medidas reales) Tyycp(x=L,t,&) es necesario aplicar un
error aleatorio &. Este conjunto de temperaturas, Ec. (5), se
utiliza como dato de entrada del IHCP.

TIHCP(x=L.tj,&j) = TDHCP(x=Ltj) +¢j (5)

donde & = Tpucp(x=L,t)u;, siendo wu; un nlamero
proporcionado por un generador de numeros aleatorios.
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Matematicamente hablando la formulacion del
problema inverso (IHCP) implica la resolucién de las Ecs.
(1), (2), (3) y (4) con el conjunto Tjucp(x=L,t,&). Con esta
informacion el objetivo es estimar el nimero Nusselt. En la
Fig. 1 se muestra el esquema del problema.

El clasico funcional definido en este tipo de
problemas, F(, que compara las temperaturas Tjucp
(medidas por el sensor) y Ti(xs2) (solucion del problema
inverso), se ha definido en la forma

F(z):Z(i=n, n+l, nt2, ..., n+r)[Tinv(Xf:tj) - TIHCP(XfatjaSj)]z (6)
donde z = 1, 2, ... , Z, identifica el tramo de estimacion
(siendo Z el namero total de tramos), n (1, 2, ..., m) es el

valor asociado a la primera temperatura del tramo y r el
nimero de temperaturas dentro del funcional.

x=0 x=L
« ‘\_ Tm
4_
i=Q/A=h(T)AT
FQAFKT) o
4_
4_
<+ [¢< Condicion
| L de contorno
< adiabatica

Fig. 1. Esquema del problema
3 Modelo en red

El primer paso es obtener, a partir del modelo
matematico (ecuaciones en derivadas parciales), el conjunto
de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas con el
tiempo como variable continua. Cualquiera de estas
ecuaciones sirve para disefar la celda elemental. La
conexion entre celdas adyacentes sigue la disposicion
geométrica del medio. En las celdas de los extremos se
implementan los componentes que simulan las condiciones
de contorno, quedando configurado el modelo en red
completo del problema al que unicamente habra que afladir
las condiciones iniciales.

El modelo en red para nuestro problema es sencillo y
casi idéntico en ambos casos, DHCP y IHCP. La tUnica
diferencia es que para el IHCP hace falta un dispositivo
especial, fuente de tension lineal a tramos V(t), que genera
el valor del nimero N, en funcién del tiempo. Dicho valor
controlard el generador de corriente que simula la
transferencia de calor por conveccion. En la Fig. 2 se
muestra la forma de generar la tension lineal a tramos.

V(t) se genera mediante una rutina de programacion en
la cual es posible modificar la longitud de los tramos y su
pendiente. Estos cambios se realizan continuamente hasta
conseguir un valor minimo del funcional de la Ec. (6). En
este momento el valor de la pendiente del tramo de

estimacion (Nu,,?,) queda establecido y se pasaria a la
estimacion de la pendiente del siguiente tramo.

N, 4
r=4 Nu—l
Nu—2
Nu3 Nu-3
NuZ Nu-4
Nul Nu-i
|-
>
tity t3ty ts tg ty ol tz t
tity th thritni2 thes theao...o. ty

Fig. 2. Salida de la fuente lineal a tramos
La reticulacion espacial de la Ec. (1) conduce a
p c. (dTy/dt) = (Aji/AX) @)
En esta ecuacion cada sumando se considera como un

flujo térmico que entra o sale del nudo i, Fig. 3. De acuerdo
con la nomenclatura mostrada en esta figura, y 1lamando,

Jioa= k[ Tis - THAX2) (8a)
Ji+a =k [Ti - Tial (AX/2) (8b)
Jiy= P e Ax (dTy/dt) (8c)

la Ec. (7) puede escribirse en la forma
Ji-a-Jivatjiy =0 )

Esta ultima ecuacién es una forma de la ley de
Kirchhoff para corrientes. A partir de las Ecs. (8a-c) puede
diseflarse el modelo en red mediante la implementacion de
componentes eléctricos cuyas ecuaciones constitutivas sean
formalmente analogas a las anteriores. Asi, las Ecs. (8a) y
(8b) definen sendas resistencias R; . o ¥y R; + 4, dispuestas
simétricamente en la celda, de valores

Ri.a = Ax/(2k) (10)
y la Ec. (8c) define un condensador C; de valor
Ci=pc. A (11)

Con todo, el modelo en red completo de una celda
elemental se muestra en la Fig 3.

La asociacion en serie de N celdas, junto con la
implementacién de las condiciones de contorno, Ecs. (2 y
3) determinan el modelo en red de todo el medio, Fig. 4. La
condicion de conveccion libre, Ec. (2), requiere un
generador de corriente controlado por las temperaturas
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ambiente y de contorno, mientras que la condicién
adiabatica, Ec. (3), se implementa con una resistencia de
valor infinito.

Ta T T
I I
| |
s RA/\/ ‘ .Rﬂ/\/ -
I Jia Jiy Jea}
| G i
| |
| i
| |
| |
iR ) :
: - a
i >i LRV
| !
| fiy i
Fig. 3. Modelo en red de una celda
=0 Noddss 5 q
........ R

T L {TN+A, Nu(t)} ........ qzoe

Econy
@ ........

Fig. 4. Condiciones de contorno

En la Fig. 4 se muestra el esquema del modelo
completo del IHCP. El elemento principal en la estimacion
es la fuente de tension a tramos V(t), con la que se obtiene
la funcién de aproximacion del nimero Nusselt buscado. La
soluciéon del problema proporciona Ny(t), y de manera
indirecta, la evolucion del nOmero Nusselt con la
temperatura.

4 Resultados

Los valores numéricos son los siguientes: p (densidad)
=10 kg/m’, ¢, (calor especifico) = 1J/kg k, L(longitud) = 1
m, T;; (temperatura inicial) = 10 °C, T, (temperatura
ambiente) = 0 °C , k (conductividad térmica)= 1 W/m* K,
Neeldas (Mamero de celdas) = 40, m (nimero total de
medidas) =100, intervalo de tiempo de medida 1 s y Ci
(constante) = 1.41886.

En la Fig. 5 se muestra la evolucion del error relativo

con la temperatura, definido en la forma e=(Nyexacto —
Nuy.estimado)/ Nuexacto» Para un error aleatorio en la medida del
10.1% y para distintos valores de r, =7(---), r=6 (0) y r=5
(A). En la Fig. 6 se representa la evolucion del error relativo
con la temperatura para un error en la medida superior
(£2.5%) y para los mismos valores de r. Se observa que
para el valor de r=7 se da el menor error relativo en ambos
casos y como era de esperar los errores relativos son
menores cuando el error en la medida disminuye.

0.02
A 2 A
001 14 o A
A A a ]
e e
001 1 ° o
’ -0.02 - 4a ° °n°° 2’ 4
) : .
0031 a \ T(O
0.04
1 3 5 7 9

Fig. 5. Evolucion del error relativo e (%) con la temperatura, € = £0.1%

Fig. 6. Evolucion del error relativo e (%) con la temperatura, € = £2.5%

1.6 5
1.4 N
1.2
1 -
0.8 1 0e2.5%
0.6 - Aet0.1%
0.4 ‘ ‘ — Bxacta ‘T(‘)C)
1 3 5 7 9

Fig. 7. Evolucion del Nimero de Nusselt con la temperatura, r=7
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En la Fig. 7 se muestra la dependencia del Numero de
Nusselt con la temperatura para la mejor aproximacion de r
(r="17) y tres valores de error, € =0, £0.1 y £2.5%.

5 Conclusiones

Se ha estudiado el problema inverso de la
determinacion del coeficiente de conveccion natural, h(T),
en un medio unidimensional sometido a condicién
adiabética en el otro extremo. Se trata de un problema no
lineal cuya solucion requiere del concurso de métodos
numéricos.

La solucion, tanto del problema directo como del
inverso, se obtiene mediante el Método de Simulaciéon por
Redes. Los datos de entrada (un conjunto de temperaturas
medidas a intervalos de tiempo regulares en una posicion
determinada del medio) se generan aplicando un error
aleatorio a las temperaturas proporcionadas por la solucion
del problema directo.

El disefio del modelo en red es sencillo ya que son
necesarios pocos dispositivos eléctricos. La
implementaciéon de una rutina de programaciéon auxiliar
permite la simulacion, utilizando el software comercial
Pspice, de forma continua y eficaz.

Las soluciones obtenidas para Ny(t), en forma de
funcion lineal a tramos, son bastante aproximadas a la
solucion exacta. Se ha mostrado la influencia en los
resultados del error en la medida y del nimero de términos
del funcional.
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