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Resumen

En este articulo aplicamos el caos polinomial a algunas ecuaciones diferenciales parciales aleatorias que surgen en mode-
los mateméticos que provienen de muchas ramas de las ciencias e ingenieria. La aleatoriedad puede venir dada por errores
en medidas o incertidumbre intrinseca 0 ambas. El caos polinomial est4 basado en el caos de Askey los cuales forman una

base completa en el espacio de Hilbert de las funciones cuadraticamente integrables Lz (€). En este articulo se aplico el
caos polinomial para resolver las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales aleatorias correspondientes a dos mode-
los diferentes de transmision de calor y una referente a la dinamica del gas. Los resultados numéricos muestran los interva-
los de confianza y valores esperados para las soluciones. Estos resultados muestran la efectividad y confiabilidad del mé-
todo utilizando s6lo pocas dimensiones del caos. La consistencia del método se verifica al comparar los resultados con la
solucion analitica de la ecuacion diferencial deterministica asociada al modelo.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales parciales aleatorias, caos polinomial, incertidumbre, caos de askey.

Abstract

This paper is concerned with the application of polynomial chaos to some random partial differential equations that repre-
sent mathematical models from different branches of science and engineering. The randomness involved in these differential
equations may come in many cases due to data uncertainty that cannot be known, or due to errors in measurements and in-
trinsic variability or both. In order to model these uncertainties some probability distributions functions are assumed for the
parameters of the partial differential equations. Polynomial chaos is based on the Askey chaos which forms a complete ba-

sis on the Hilbert Space of square integrable L2 (€) functions. Here we apply polynomial chaos to some random partial
differential equations modeling heat and gas dynamics. To verify the consistence of the method, results are compared
against numerical solutions of the associated deterministic mathematical model.

Key words: Random partial differential equations, polynomial chaos, uncertainty, askey chaos.

1 Introduccion en los datos observados o medidos, las propiedades del ma-
terial, la variabilidad de las condiciones y también la incer-
tidumbre o falta de conocimiento. En la realidad, estos pa-

rametros muestran cierta aleatoriedad lo cual en definitiva

En la mayoria de las aplicaciones de la ingenieria se in-
tenta resolver los problemas fisicos convirtiéndolos en mo-

delos matematicos deterministicos. Esto se puede considerar
€OmO una aproximacion un poco tosca de la realidad, debi-
do a que muchos de los pardmetros fisicos entre los datos de
entrada que describen el problema se fijan a lo largo del
proceso o conversion, es decir, al considerar coeficientes
deterministicos se pasan por alto aspectos como los errores

influye sobre el comportamiento de la solucién. Esta aleato-
riedad no se toma en cuenta en el modelo deterministico.
Con el propésito de incluir esta propiedad de incertidum-
bre en el modelo matematico, se han desarrollado algunos
métodos probabilisticos. Junto a las aproximaciones esta-
disticas, las cuales utilizan una enorme muestra de nimeros
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(pseudo-) aleatorios y por tanto se convierten en procesos
costosos, se ha hecho una fuerte investigacion sobre las
aproximaciones no estadisticas (deterministicas). Reciente-
mente, se ha estado desarrollando un nuevo método de
aproximacién no estadistico, Ilamado caos polinomial
(Ghanem y Spanos, 1991). Esta aproximacién, basada en
el concepto de Wiener del caos homogéneo (Wiener,
2003), ha probado ser muy eficiente en las aplicaciones de
ingenieria (Ghanem y Spanos, 1991; Stanescu y Chen-
Charpentier, 2009). Aqui, el término caos, propuesto por
Wiener, se refiere a la aleatoriedad (como por ejemplo, la
que se observa en la teoria estadistica de un gas) y no se
debe confundir con el concepto de teoria del caos relaciona-
do a los sistemas dinamicos no lineales, en el cual el tér-
mino caos fue usado por Yorke (Li y Yorke, 1975) s6lo 37
afios después. La base tedrica de la aproximacion por caos
polinomial estd basada en las conclusiones de Cameron y
Martin (Cameron-Martin, 1947), en la que una expansion
del caos polinomial converge en algin funcional L;({C7) en
el sentido L,(C}, donde C es el espacio de funciones reales
las cuales son continuas en el intervalo [0.1] y se anulan en
0. En el contexto de los procesos estocasticos, esto implica
gue cada proceso estocastico con momento de segundo
orden finito se puede representar por una expansion del
caos polinomial (infinita). La forma original del caos poli-
nomial es una expansion espectral basada en los polino-
mios de Hermite ortogonales en términos de variables alea-
torias gaussianas y utilizando coeficientes deterministicos.
Sin embargo, al utilizar esta forma original, la conver-
gencia 6ptima se consigue s6lo cuando se trabaja con proce-
s0s estocasticos gaussianos. Esto se puede ser visto en tra-
bajos previos, como en (Cayama, Gonzélez-Parra y Chen-
Charpentier, 2011; Gonzalez-Parra y Cayama, 2012), en los
cuales se aplicé el caos polinomial a ecuaciones diferencia-
les ordinarias. Para obtener una convergencia Optima para
procesos estocasticos mas generales, Xiu y Karniadakis ex-
tendieron esta aproximacién en un esquema mas amplio
llamado el caos polinomial generalizado (Xiu y Karniada-
kis, 2002). En este esquema se utiliza la conexion cerrada
entre las funciones de probabilidad de ciertas variables alea-
torias y la funcion de peso en la relacién de ortogonalidad
de ciertos polinomios ortogonales para representar los pro-
cesos no gaussianos (Chen-Charpentier, Cortés, Romero y
Rosell6 2013). Con més exactitud, se ha logrado que las ex-
pansiones espectrales basadas en los polinomios ortogona-
les del esquema Askey (Koekoek y Swarttouw, 1998) en
términos de la variable aleatoria correspondiente, escogida
de acuerdo a la funcion de peso de los polinomios, puedan
ser empleadas eficientemente para representar un amplio
rango de distribuciones “estandar”. Esto implica que la con-
vergencia dptima se pueda lograr para procesos caracteriza-
dos por la distribucion uniforme, Gamma y Beta, como
ejemplos (Mood y col., 1950)). Las ecuaciones diferenciales
con coeficientes aleatorios se utilizan como modelos en
muchas aplicaciones. En muchos casos éstas describen de
mejor manera el comportamiento real en comparacion con

las ecuaciones con coeficientes deterministicos (Arenas,
Gonzélez-Parra y Jodar, 2010). EIl proposito principal de
este articulo es estudiar la aproximacion por medio del mé-
todo de la expansion en caos polinomial para resolver mo-
delos provenientes de la ciencia e ingenieria representados
por ecuaciones diferenciales parciales las cuales estan so-
metidas a incertidumbres en sus parametros (Cayama, Gon-
zalez-Parra y Chen-Charpentier, 2011). Se pretende obtener
resultados numéricos mostrando los intervalos de confianza
y valores esperados para las soluciones de las ecuaciones
diferenciales. Ademas de comprobar la efectividad y con-
fiabilidad del método utilizando sélo pocas dimensiones del
caos.

2 Caos polinomial

En esta seccion se introduce el polinomio del caos ge-
neralizado a lo largo de la expansién de Karhunen-Loeve
(KL), otra técnica clasica para representar procesos aleato-
rios. La expansién KL se puede utilizar en algunos casos
para representar eficientemente a los campos estocasticos,
es decir, datos estocésticos.

El polinomio original del caos, también llamado como
caos homogeneo, fue propuesto primordialmente en (Wie-
ner, 1938), alli se emplearon los polinomios de Hermite en
términos de variables gaussianas aleatorias. De acuerdo al
teorema de Cameron-Martin propuesto en (Cameron-
Martin, 1947), se puede aproximar a algun funcional en
L.(C) y converge en L; (L7}, donde C es el espacio de fun-
ciones reales las cuales son continuas en el intervalo [0,1] ¥
se anulan en 0. Por lo tanto, el caos polinomial proporciona
una manera de expandir procesos aleatorios de segundo or-
den en términos de los polinomios de Hermite. Los proce-
sos aleatorios de segundo orden son procesos con varianza
finita y se aplican a la mayoria de procesos fisicos. Asi, un
proceso aleatorio general de segundo orden x{&, visto co-
mo una funcion de #, es decir, un evento aleatorio, se puede
expresar en la forma

FE) = yolp + ili;ri':'fi;(ﬁ']] +
ZZI Lig T" 'E':E' &i [E|j+
EZZI Xii, T2 EEEI £ (6) & .:,g.‘H

=1i=1 I, (1)

donde Tnl&i.2 &) denota los polinomios de Hermite
de orden ™ en término de las variables aleatorias gaussia-
nas independientes multidimensionales §{= {'Eii* " ‘EL,:}

con media cero y varianza unitaria. La ecuacion anterior es
la version original del polinomio del caos de Wiener, en la
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cual las integrales continuas se reemplazan por sumatorias.
La expresion general del polinomio de Hermite es dada por:

n
YHTE(_q)" a—L/2ETE

)= ETArT
i 9%;, 88y, )

£

El nimero total de términos IN; en una expansion de
orden total # que involucra n variables aleatorias viene da-
do por

Nt—1+P—1+Z H{n {ﬂffj.

Por conveniencia en la notacion, la ecuacién (1) se
puede escribir de nuevo como

x8) =Ko x;%; (&), 4)

®3)

donde existe una correspondencia uno a uno entre las fun-
ciones [, {Egi, s 'fxn} y &;(£), también entre los coeficien-
tes y; y &, . £, . La sumatoria de la ecuacion (1) se lleva
a cabo de acuerdo al orden del polinomio de Hermite, mien-
tras que en la ecuacion (4) se hace un reconteo iniciando
con los polinomios de orden bajo. Para mayor claridad, se
muestra la expansion en dos dimensiones segun (1)

¥@ =y L+ p GED+ 7L +
?.’111":':'51:'51] +?.'1:r:'i':r:s':rl:] +l’::r:':':r:~:r:] + -

®)
y segun la forma simplificada (4)
@, (F) + ya @, () +
=yot yi&i +1:4; +?fzﬂ':':rf -1} +
¥al€ef) + 2562 —1) + - (6)

Por ejemplo, los primeros seis polinomios de Hermite en
una dimension son:

&, (F) =1,

&, (F) =F,

@ (F) =81-1
&, (F) = FF - 3F,

$,) =8 - 6" +3,
@ (F) = £5 — 1087 + 157,

y para una expansion de segundo orden, los primeros seis
polinomios de Hermite en dos dimensiones son:

o lE) = ¢olE ) (&) = 1,

&, (§) = ¢, (£ ) (5] = &4,
€,(8) = go£ e, (8] = £y,
€:(8) = 9. (F g, (8) = £ - 1,
&,8) = o, e, (5) = EE,
®;(8) = gplE ), (5;) = 81 -1

El polinomio del caos forma una base ortogonal com-
pleta en el espacio de las variables aleatorias gaussianas

L:{’:J, es decir,

(@, &) = (27)4y, )

=l

donde %i; es la delta de Kronecker y {2 ) es la media del
conjunto, este es el producto interno en el espacio de Hilbert
de las variables aleatorias gaussianas

(f&).g&) = | fFE)gEIW(E)d
fi$lg@) J‘ffﬂf §ld§ @®)

La funcion de peso es

o1z fT{

wig) =
" (2m)n 9)

donde ™ es la dimension de €. Lo que distingue la expan-
sion de Wiener-Hermite de otro posible conjunto de expan-
siones es que estos polinomios son ortogonales con respecto

a la funcion de peso W(£) la cual tiene la forma de distribu-
cién de probabilidad gaussiana independiente multidimen-
sional con varianza unitaria. Se utilizara el término caos de
Hermite de ahora en adelante para denotar los polinomios
del caos de Wiener.

Para trabajar con mas variables aleatorias, se introduce la
expansion del caos polinomial generalizado, el caos de As-
key, como una generalizacion de la expansion original del
caos de Wiener-Hermite. La base de la expansidn del caos
de Askey se forma con el conjunto de polinomios ortogona-
les del esquema Askey. Asi como en (5), se representa el

proceso aleatorio de segundo orden X (&) como

==

X(6) = colo+ D € 1y(Gi, () +

=1

Z cicids (5,080, G, (8)) +

)

in £ i s g [El G [El g‘iz[ﬂjlj+

1h=1g (10)
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donde I,,({;,.....{; ) denota los caos de Askey de orden n
en términos de las variables aleatorias multidimensionales
{ =({,.~.§_) En la expansion del caos de Askey, los
polinomios I, no estan restrictos a los polinomios de Her-
mite pero en cambio pueden ser cualquier miembro del es-
guema de Askey. Nuevamente, por conveniencia en la nota-
cién, se escribe (10) como:

x(8) = Z &\ (g,
i=e (11)

donde existe una correspondencia uno a uno entre las fun-
ciones I, (§;, ... {; )y W;({), y entre sus coeficientes & y
€;,+ . ;- COMo los polinomios del esquema Askey for-
man una base completa en el espacio de Hilbert dotado de
sus soportes correspondientes, se puede esperar que cada
caos de Askey converge a algun funcional L;{C} en L,(C)
en un espacio funcional de Hilbert correspondiente como un
resultado generalizado del teorema de Cameron-Martin
(Cameron-Martin, 1947; Ogura, 1972). La relacién de orto-
gonalidad de los polinomios del caos del caos de Askey to-
ma la forma

(%, W) = (W2)g;, (12)

donde &;; es la delta de Kronecker y { -} denota la media
del conjunto que es el producto interno en el espacio de
Hilbert de las variables

(@), 5(0)) = j £ Q5 @OWd

6

(13)

(F@.0@) =) FRQOWER
{ (14)

en el caso discreto. Aca W(ZJ es la funcion de peso corres-
pondiente a la base de los polinomios del caos de Askey
¥; (Xiu y Karniadakis, 2003). Algunos tipos de polinomios
ortogonales del esquema Askey tienen funciones de peso de
la misma forma que la funcién de probabilidad de ciertos
tipos de distribuciones aleatorias. En la practica se escoge el

tipo de variable independiente € en los polinomios ¥;(¢)
de acuerdo a los tipos de distribucién aleatoria.

3 El polinomio del caos aplicado a ecuaciones diferen-
ciales parciales

3.1 Aplicacidn a una ecuacion diferencial parcial sencilla

Si se tiene la siguiente ecuacidn diferencial parcial (pa-
rabolica y homogeénea):

Aulx, t)
3 = alw)ulx, &), ulx,0) =1, (15)

y si se considera al coeficiente @ = alw! como aleatorio,
entonces la ecuacion (15) se puede ver como una ecuacion
diferencial estocéstica

Bulx, £ w)
—— =alult o), (16)

sujeta a la condicion inicial u(x. 0} =1, Es decir, los valo-
res del coeficiente aleatorio ® se suponen que dependen de
los resultados “ de un experimento, & = (]}, donde & to-
ma los valores del conjunto de todos los resultados 1 Esta
Gltima se supone que esta debidamente equipada con una ©-
algebra F y una medida de probabilidad P tal que la tripleta
(.7 P) forma un espacio de probabilidad (Ross, 2002).

Asi, la solucion ulx. t; @) ge convierte en un proceso esto-
castico. Ahora se aplica el método del polinomio del caos,
se obtiene una metodologia general para la solucion numé-
rica de la ecuacién (26) y la estimacion de los diversos mo-
mentos de la solucién (Ghanem y Spanos, 1991; Walters y
Huyse, 2002; Xiu y Karniadakis, 2002). En este contexto,

una cantidad aleatoria % (%} se proyecta en el espacio del
polinomio del caos dado por (1). El polinomio del caos se

puede organizar en una secuencia F:(§(«)) detallada en
(4), de tal manera que la expansion de las variables aleato-
rias y del proceso estocéstico que aparecen en (16) se ex-
presan como:

==

alw) = z a; (£ ().

i=0
ule,x; @) = ) ui(t )9 @),
=0 a7)

donde los #;’s son funciones de base polinomiales escogi-
das apropiadamente (ver seccién 2) del vector aleatorio .
El namero de variables en & representa la dimensién del
caos. Se ha considerado la expansion en términos del
polinomio de Hermite. Este polinomio es el més convenien-
te para ser aplicado cuando la variable aleatoria sigue una
funcién de distribucion de probabilidad normal. Una pro-
yeccion de Galerkin utilizando la propiedad (7), junto con el
truncamiento de la serie infinitaa P + 1, dard lugar a un sis-
tema de ecuaciones en derivadas parciales que rigen la evo-
lucion en el tiempo del coeficiente del caos solucion u; de
la ecuacion diferencial parcial (15). EI parametro aleatorio
@ se expande como un funcional de una sola variable inde-
pendiente en & debido a que su espacio aleatorio es unidi-
mensional. Por otra parte, para todas las cantidades al azar,
el primer coeficiente en la expansion representa la media,
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por lo que (t. x} = uy(t x). Ahora, la expansion de (16) a
través del polinomio del caos se expresa como
o A = o
P = ‘._-‘=DEE=Dugaj-¢£¢j-,

=0 5

(18)

en la cual se ha hecho un adecuado ordenamiento en las
funciones de base ®;’s y en su dependencia de las variables

aleatorias & que resulta de dicho orden, el cual no se indica
explicitamente. Al exigir que el residual sea ortogonal al
subespacio generado por las funciones de base, se obtiene
una proyeccion de Galerkin en los respectivos espacios de
Hilbert de las variables aleatorias. En particular, al tomar el
producto interno de la ecuacion anterior con la funcion de

base ¥ y utilizando la ortogonalidad de los #; s resulta:

(19)

La ecuacidn (19) es un sistema lineal de ecuaciones di-
ferenciales parciales acopladas, en las P+l incognitas
Uge---Up. E| sistema se puede resolver utilizando, por
ejemplo, un método de diferencias finitas explicitas en el

tiempo y centrada en *. Por lo general, en los modelos y
procesos reales, los dos momentos de interés son la media 'y
la varianza. El valor de la varianza se puede calcular a partir

de los coeficientes de la expansion. Para *, por ejemplo, la
varianza es VIu(t. x)] = Ef_puf (t. %) = V]

3.2 Aplicacion a una ecuacion diferencial de calor homo-
génea

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial de ca-
lor

Aulx, t) & ulx, &)
—— = alw) ———,

dat dx? (20)

sujeta a la condicion inicial u(x, 0} = sen(zx). Si se asume
al coeficiente @ = alw) como aleatorio, la ecuacion (20) se
puede expresar como sigue:

Bulx, t; w)
at

8% ulx. t; w)

= a(m:] - . =
dx (21)
Nuevamente, en este caso, los valores del coeficiente
aleatorio  dependen de los resultados ¢« de un experimen-
to, @ = (@), donde c« toma los valores del conjunto de to-
dos los resultados © correspondiente a la tripleta (2. F. P)
definida anteriormente. Por lo tanto, la solucion u{x, t; )

se convierte en un proceso estocastico. Similarmente, una

cantidad aleatoria () se proyecta en el espacio del poli-
nomio del caos dado por (11), por lo que la expansion de la
variable aleatoria y del proceso estocastico que aparecen en
(21) se expresan como en (17). Como en el estudio anterior,
se ha considerado la expansién en términos del polinomio
de Hermite, pues se considerd una funcion de distribucién

de probabilidad normal para el parametro alw), Una pro-
yeccién de Galerkin utilizando la ortogonalidad de las fun-

ciones de base (&, ¢J'} = Eij'{¢!*¢J'}, ademas del trunca-
miento de la serie del caos polinomial a un namero finito de

términos £ +1, da lugar a un sistema de ecuaciones en de-
rivadas parciales que gobiernan la evolucion en el tiempo

del coeficiente del caos solucion *i de la ecuacion (20).

Ademas, Ut x) =uy(t.x), Ahora, la expansion de (21) a
través del polinomio des caos es

iﬂﬂ._ch i ﬂ:uid:l &
Lioe T L et T

Lj=0

(22)

Tomando el producto interno entre las funciones de ba-
se & y utilizando la ortogonalidad de los &; ’s resulta:

a

Li(ea, @),
dxt R

dup 1

P
Toa_ o
at :@-L_@-JE--J-'-‘ J

(23)
donde L =0.1...F

3.3 Aplicacién a una ecuacion diferencial de calor no ho-
mogénea

Un modelo de ecuacion diferencial de calor relaciona-
da a la trasmision de calor en una dimension en una varilla
es
dulx,

3% ulxt)
e () LES

+ blw) ] (24)

sujeta a la condicién inicial ulx,0) = senlmx) + x(1 - x:',

y la condicién de contorno #(0.£) = u(l.t) =0 Aj supo-

ner que los coeficientes & = alew) yb= ble) son aleato-
rios, la ecuacion (24) toma la forma:

dulxt; w)

% ulxt wld
PR {m]T-I-EJ{m]] (25)

entonces la solucion u(x.; w) se convierte en un proceso

estocastico. Analogamente, una cantidad aleatoria ¥ () se
proyecta en el espacio del polinomio del caos dado por (11),
en consecuencia, la expansién de la variable aleatoria y del
proceso estocastico que aparecen en (25) se expresan como:

Revista Ciencia e Ingenieria. Vol. 34, No. 2, abril-julio, 2013



106

Cayama y Gonzélez

==

alw) = Z a; (£ ().

=0

blew) = Z b;®; (£(w)).
i=t

ule,x; @) = ) it )9 @),
— (26)

donde los ®i’s son funciones de base polinémicas debida-
mente escogidas del vector aleatorio §. El nimero de varia-

ble & representa la dimension del caos. Se ha considerado la
expansion en términos del polinomio de Hermite. Este sera
aplicado a la funcion de distribucion de probabilidad nor-
mal, correspondiente a ambas variables aleatorias. Al reali-
zar una proyeccion de Galerkin utilizando la ortogonalidad

de las funciones de base (% ®;) = ;{2 #;) y conside-
rando el truncamiento de la serie del caos polinomial como
en el estudio anterior, se obtiene un sistema de ecuaciones
en derivadas parciales que gobiernan la evolucion en el

tiempo del coeficiente del caos solucién i de la ecuacion
(24). Asi, la expansion de (25) a través del caos polinomial
es

o ﬁ — TF j:i z
og @ =X jnon e + I by ® 27)

en el cual se ha hecho un adecuado ordenamiento en las
funciones de base ®i’s y en su dependencia de las variables

aleatorias % que resulta de dicho orden, el cual no se indica
explicitamente. Tomando el producto interno entre las fun-

ciones de base ®z y utilizando la ortogonalidad de los @i,
se tiene:

dup _ vp P
{¢'1, d:'l}?_zi,j:Dﬂj '::

I gx?

N RS }aj-’ (28)

donde L=10.1,....F

3.4 Solucidén de la ecuacién diferencial aleatoria para la
dinamica del gas

Considere la siguiente ecuacion dindmica del gas no li-
neal, homogénea:

du
E+ﬂ-(w](u::]x—u(1 —uw) =0 0=x=1t=0
ulx,0) = 7%, (29)

la cual se puede ver como una ecuacion diferencial estocas-

tica si se considera el siguiente coeficiente aleatorio:
a = alw) . Por lo tanto, la solucion u(x.t) de la ecuacion

(29) se convierte en un proceso estocastico ulx, t; @), Se
asume que los procesos estocasticos y las variables aleato-
rias de este problema se pueden parametrizar por una sola
variable aleatoria . Esto implica que la ecuacién dinamica
del gas (29) se resume en encontrar a ule, t; @) g que sa-
tisfaga:

ur{.r, tow) =
ule, t; w) (1 —ulx, 85 w)) — alw) Wz, t; w) }IJ (30)
en D = t ¥ § y la condicién inicial #(x, 0} =&~* El domi-

nio D consiste en el producto del dominio temporal
T = [0, tina] y el dominio 2, siendo el soporte de la varia-
ble . Ahora, para encontrar una solucién numérica a través

de la expansion del caos polinomial, siguiendo en enfoque
de Wiener-Hermite, se toma en cuenta nuevamente que di-

cha expansion se puede organizar en una secuencia @, (&),
de tal manera que la expansion de los procesos aleatorios
gue aparecen en la ecuacién (29) toma la forma:

==

alw) = z a; (£ ().

i=t

=

ule,x; @) = ) uilt )9 (@),
= (31)

donde los €i’s son funciones de base polinomiales escogi-

das apropiadamente (ver seccién 2) del vector aleatorio g,
Al asumir las expansiones (31) en la ecuacién (30) se obtie-

(32)

Al realizar una proyeccion de Galerkin, utilizando la
propiedad (7) junto con el truncamiento de la serie infinita a
p +1 términos, se obtiene un sistema de ecuaciones dife-
renciales que rigen la evolucion del tiempo de los coeficien-
tes del caos de la solucion:
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du
(&, &) — =

P F
EJu;‘.
{q:'qu:'m}“m - U S — uigj ar Vijiom

L=

(33)
Donde n_i'iii’?’. = {d:'fq:'_i'q:'ii-' q:'m} s[_i'i"?’. = {q:'._'d:'j'_. q:'m}
4 Simulaciones numéricas utilizando caos polinomial

En esta Seccion se muestran los resultados numéricos
al aplicar el caos polinomial para resolver las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales mostradas en la seccion
3.

4.1 Una ecuacion diferencial parcial aleatoria

Aqui se resuelve la ecuacion diferencial parcial aleato-
ria
Bulx, t: w)
——— = alwlulx, £ w).

at (34)

La solucion deterministica (sin considerar a la variable

& como aletoria) para esta ecuacion es ulx, t) = ulx, 0)e"
En la Figura 1 se puede observar la evolucion de la media
de la solucion utilizando caos polinomial, la solucién del
problema deterministico asociado y el intervalo de confian-
za para las soluciones de la ecuacién diferencias aleatoria
(34), suponiendo una distribucion gaussiana

M(1.0,1.0/16) para el parametro @ y un valor inicial

ulx,0) = 1.0. Estas soluciones se calcularon utilizando el
caos polinomial en conjunto con los polinomios de Hermite
debido a su conveniencia para parametros que siguen una
distribucion gaussiana. Es importante resaltar la precisién
de la solucidn esperada al compararla con la solucién de-
terministica a pesar de solo estar usando solo dos dimensio-
nes de caos en las expansiones de caos polinomial. La solu-
cion del polinomio del caos se muestra para la media (linea
de color azul) junto a dos curvas limites (lineas de color ro-
jo) que representan el intervalo de confianza

[Glx,2) — 25(8), 4lx, £) + 25(2)], en el punto x = 0.3,

donde S(t) =/ V[u(x.t)] es la desviacion estandar en la
solucién. Es importante resaltar que al introducir valores
pequefios de aleatoriedad en el modelo permite una repre-
sentacion mas fiel de la evolucién en el tiempo de la solu-

cion, para un punto * dado entre 9 y 1. El sistema de ecua-
ciones diferenciales deterministicas que se genera fue
resuelto con el método de Euler hacia adelante. Se utilizé un

tamafio del paso del tiempo 4t = 0.01,

1.8 T T T T T T T T T

-— —-Solucién Deterministica

Solucién Esperada 1

Intervale de Ceonfianza (95%)

U(0.5.4)
-

0 0.05 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05
Tiempo t

Fig. 1. Evolucion de la media y del intervalo de confianza de la solucion

ul0.5,2) de la ecuacién diferencial parcial (34) en comparacién con su

solucién exacta suponiendo una distribucion gaussiana V' 1-0,1.0,/1&)
para el pardmetro <.

4.2 Una ecuacion diferencial parcial aleatoria de calor

Se desea resolver la ecuacion diferencial de calor

8% ulx, t)

=)

fulx, t)

at (35)

Sujeta a la condicion inicial u(x,0) = sen(mx). Si se
asume al coeficiente a = alw} como aleatorio, la ecuacion
(35) se puede expresar como:

Bulx, t; w)
at

% ulx, £ w)
= alw) ———
dxt (36)

sujeta a la condicion inicial u(x, @) = sen(mx), En la Figu-

ra 2, para el valor * = 0.5 se puede observar la evolucién
de la media de la solucién utilizando caos polinomial, la so-
lucion del problema deterministico asociado (resuelto con el
método de Euler hacia adelante) y el intervalo de confianza
para las soluciones de la ecuacién diferencial aleatoria (36)

suponiendo una distribucion gaussiana (1.0, 1.0/16) pa-
ra el pardmetro % 'y una condicion inicial

ulx,0) = senlmx) Como se puede observar en la Figura 2,
el caos polinomial genera soluciones con buena precision
usando solo dos dimensiones de caos en las expansiones de
caos polinomial Se debe mencionar que estas soluciones se
calcularon utilizando el caos polinomial con los polinomios
de Hermite. Se utilizé el método de Euler tanto implicito y
explicito con distintas tamafios de paso en el tiempo, por

ejemplo Ar =0.0001 para resolver las ecuaciones diferen-

ciales luego de aplicar el caos polinomial pero no hubo dife-
rencias significativas.
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Solucion Esperada 14k Soluciéon  Esperada 4
08k Intervalo de Confianza (95%) J Intervalo de Confianza (95%)

Q7F 1
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Fig. 2. Evolucién de la media y del intervalo de confianza de la solucién
ul 0.5, ] de la ecuacion diferencial parcial (38), suponiendo una distribu-
cion gaussiana A 1.0,1.0/18} para el parametro &.

4.3 Una ecuacion diferencial de calor no homogénea

En esta parte se desea resolver la ecuacion diferencial
de calor no homogénea
dulxt)

&% ulxe)
e () a2

+ b{w:l, 37)

sujeta a la condicion inicial %0, 0) = sen(mx) + x(1 — x),

y la condicién de contorno 4(0.t) = u(l.t) = 0 gj ge con-
sidera a los coeficientes @ = alw) y b = blw) como alea-

torios, la ecuacion (37) toma la forma:

dulzt w) # ulxt w)
— =alw) ——

at dx?

+ ble) , (38)

entonces la solucion u(x. t: w) se convierte en un proceso
estocéstico.

Particularmente en este estudio, se asume que las va-
riables aleatorias % y 5 tienen distribuciones gaussianas
N(L0, 1.0/16) y N(2.0, 2.0/16), respectivamente. El
sistema de ecuaciones diferenciales deterministicas que se
genera fue resuelto con el método de Euler hacia adelante.

Se utilizo un tamarfio del paso del tiempo 4t = 0.0001, En
la Figura 4 se puede observar la evolucién de la media de la

solucion u(0.3.) de la ecuacion diferencial parcial, la so-
lucion del problema deterministico asociado y el intervalo
de confianza para las soluciones de la ecuacién diferencial
aleatoria de calor (38). En la Figura 3 se observa que el caos
polinomial genera de nuevo soluciones con buena precision
usando solo dos dimensiones de caos en las expansiones del
caos polinomial.

Fig. 3. Evolucion de la media y del intervalo de confianza de la solucion
ul0.5,2) de la ecuacién diferencial parcial de calor no homogénea (38),
suponiendo distribuciones gaussianas ' (1-2. 1.0/1€)y A(2.0, 2.0/1€),
para los parametros % y b, respectivamente

4.4 Ecuacion dinamica del gas

Se desea resolver la ecuacion diferencial parcial aleato-
ria

du ,
—+alw)w?), —ull —wW =0, 0=sx=1¢t=0

at
ulx,0) =e*, (39)

cuando se asume al pardmetro ® como aleatorio, particu-
larmente, en este estudio se asume que este pardmetro sigue

una distribucion gaussiana V(2.0, 0.0125), La solucion de
la ecuacién diferencial deterministica asociada, sujeta a la

condicion inicial u(x.0) =e ¥ ycon0 = x =1 t =0 es

ulx,t) =% (40)

En la Figura 4, para el valor x = 0.3 se puede obser-
var la evolucion de la media, la solucién del problema de-
terministico asociado y el intervalo de confianza para las
soluciones de la ecuacion diferencial aleatoria (39). Nue-
vamente, solo se utiliz6 dos dimensiones de caos en las ex-
pansiones del caos polinomial, empleando los polinomios
de Hermite. Se trabajo con el método de Euler, tanto impli-
cito y explicito, con distintos tamafios del paso en el tiempo

(&t = 0.01), para resolver las ecuaciones diferenciales lue-

go de aplicar el caos polinomial, pero no hubo diferencias
significativas.
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Fig. 4. Evolucion de la media y el intervalo de confianza de la solucion de
ul0.5.2) ge |a ecuacion diferencial parcial (39), suponiendo una
distribucion gaussiana J( 2.0, 0.0125) para el pardmetro @

5 Conclusiones

En este articulo se aplicé el caos polinomial para re-
solver las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
aleatorias correspondientes a dos modelos diferentes de
transmision de calor y una referente a la dinamica del gas.
Estas ecuaciones diferenciales aleatorias surgen en varios
modelos matematicos que provienen de muchas ramas de
las ciencias e ingenieria. La base tedrica de la aproximacion
por caos polinomial consiste en que una expansion del caos

polinomial converge en algun funcional L2(C) en el sentido

L2(C) En el contexto de los procesos estocasticos, esto im-
plica que cada proceso estocéstico con momento de segun-
do orden finito se puede representar por una expansion del
caos polinomial (infinita). Para obtener los resultados nu-
méricos se ha utilizado los polinomios de Hermite debido a
su conveniencia cuando los pardmetros aleatorios siguen
una distribucion gaussiana. Los resultados numéricos mues-
tran los intervalos de confianza y valores esperados para las
soluciones de las ecuaciones en derivadas parciales aleato-
rias. Los resultados encontrados aqui muestran la efectivi-
dad y confiabilidad del método utilizando sélo pocas di-
mensiones del caos. De esta forma se sugiere que para las
ecuaciones diferenciales parciales aleatorias es recomenda-
ble utilizar el caos polinomial.

Futuras lineas de investigacion consisten en considerar
otro tipo de distribuciones distintas a las gaussianas para los
distintos parametros aleatorios. Para estos casos sera conve-
niente explorar otro tipo de polinomios como el de Legen-
dre, Laguerre o Charlier. Adicionalmente, se desea aplicar
esta técnica a modelos con datos reales con cierto grado de
incertidumbre en sus pardmetros. Especificamente se aplica-
ra el caos polinomial a modelos poblacionales, epidémicos,
econémicos y modelos de flujo en medios porosos.
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