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Resumen

La presente investigacion corresponde al modelado de circuitos para hardware reconfigurable, basado en la teoria fractal,
que aplica conceptos de funciones iteradas para la generacion del cédigo de descriptcion en VHDL, lo que es un
tratamiento novedoso como método de configuracién de hardware. EI método empleado consisten en el analisis de la es-
tructura fractal de los circuitos: generadores de cédigo Reed Solomon, y los multiplicadores de campos finitos GF, estu-
diando la arquitectura generalizada del componente LFSR (registros desplazamientos con realimentacién lineal), presente
en estos. Para futuras aplicaciones, se pretende incluir este desarrollo en control adaptativo y control avanzado aplicando
funciones iteradas, con el manejo fractal de los circuitos de implementacion. Se obtuvo un conjunto de ecuacién con fun-
ciones iteradas que reproducen su comportamiento, basados en la estructura fractal del circuito, del modelo se estimé el
consumo de recursos hardware, a nivel de operadores légicos, con lo que el método propuesto muestra eficiencia para su
aplicacion en sistemas l6gicos avanzados. El aporte principal es el manejo matematico de una aplicacién experimental,
donde se pueden extrapolar los avances e incorporar estos conceptos para nuevos enfoques de disefio. Lo que permite con-
cluir, que el desarrollo optimiza el disefio de circuitos en VHDL, a partir del modelo de funciones iteradas obtenido, simpli-
ficando la descripcion de hardware parta circuitos paralelos, de alta eficiencia aplicando modelado SFI, siendo una base
para la generacién de conocimientos en esta rama de la Ingenieria.
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Abstract

The present research corresponds to circuit modeling for reconfigurable hardware, based on fractal theory, which applies
concepts of iterated functions for the generation of the description code in VHDL, which is a novel treatment as a method of
hardware configuration. The method used consists of the analysis of the fractal structure of the circuits: Reed Solomon code
generators, and the finite field multipliers GF, studying the generalized architecture of the LFSR component (linear displa-
cement records), present in these. For future applications, it is intended to include this development in adaptive control and
advanced control handling iterated functions, with the fractal management of the implementation circuits. It was obtained a
set of equations with iterated functions that reproduce their behavior, based on the fractal structure of the circuit, the model
was estimated the consumption of hardware resources, at the level of logical operators, with which the proposed method
shows efficiency for its application in Advanced logic systems. The main contribution is the mathematical management of
an experimental application, where you can extrapolate the advances and incorporate these concepts for new design ap-
proaches. This allows to conclude that the development optimizes the design of circuits in VHDL, from the iterated function
model obtained, simplifying the hardware description for parallel circuits, high efficiency by applying SFI modeling, being
a basis for the generation of knowledge in This branch of Engineering.

Keywords: Fractal Structure, SFI, LFSR, VHDL, RS codes, Reconfigurable Hardware.
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1. Introduccion

Los fractales ademas de caracterizarse por la belleza de
sus formas, son herramientas de gran potencial para el estu-
dio de diferentes areas del conocimiento (Molero 2011),
como pueden ser la compresion de imagenes, audio y video,
modelado del trafico en redes, estudios de sistemas dinami-
cos, analisis de patrones, etc..

La geometria fractal y la teoria de los sistemas dinami-
cos estan intimamente ligadas (Magafa y col. 2011), dando
paso a nuevas alternativas cientificas para la solucién y op-
timizacién de estos sistemas. En los casos del codificador
Reed Solomon, que opera sobre datos transmitidos a través
de un canal dindmico, o en el control adaptativo, que modi-
fica sus pardmetros en respuesta a la dinamica del sistema,
resulta de interés su tratamiento a través de conceptos de
teoria fractal.

Dichos conceptos han permitido identificar estructuras
y modelos para el andlisis de procesos dinamicos, sistemas
complejos, incluyendo circuitos eléctricos (Rivera y col.,
2012). Considerando el modelado de sistemas circuitales de
hardware reconfigurable, para la implementacion a través
de lenguaje descriptor de hardware VHDL — VHSIC Hard-
ware Description Language.

En esta materia se puede notar un campo de aplicacién
que resulta propicio por la naturaleza del disefio hardware
mediante lenguaje VHDL, que se aplica en la etapa de con-
figuracion métodos de simplificacién y optimizacién, para
la implementacion sobre tecnologia Field Programmable
Gate Array — FPGA. Donde es importante reconocer estruc-
turas similares entre los elementos componentes de un sis-
tema y desarrollar el modelo matematico, basado en esta
geometria, que se puede tratar como un modelado fractal de
hardware.

En la actualidad existen numerosos modelos matemati-
cos que permiten definir estructuras fractales asociados con
problemas particulares. Uno de los modelos matematicos
mas popular para crear objetos fractales es el conocido co-
mo sistema de funciones iteradas —SFI (Magafia y col.,
2011). Asi mismo, destacan trabajos de investigacion
(Adame 2005), en los cuales se presenta el estudio de estos
para la obtencion del fractal asociado. Partiendo de esto se
ha considerado de manera reciproca una estructura circuital
fractal que puede ser modelada a través de un SFI.

Asi estos pueden aplicarse para casos particulares de
sus componentes y sus resultados ser extrapolados para la
generalizacion de circuitos eficientes. En el cual, el trata-
miento del modelo se puede desarrollar en base a la algo-
ritmia caracteristica de las estructuras fractales identifica-
das.

Se ha seleccionado asi el caso de estudio del codifica-
dor Reed Solomon, siguiendo la tesis de modelado a partir
de la estructura de registros de desplazamiento realimenta-
dos (Sandoval 2013), donde se puede observar que tanto el
codificador, como el reductor modular del multiplicador en

campos finitos de Galois, generan una secuencia pseudo-
aleatoria, lo que es una caracteristica de los generadores con
estructura LFSR — Linear Feedback Shift Register, estos
generadores estan compuestos por un registro desplaza-
miento y una funcién de realimentacion.

[1] Muchas investigaciones actualmente, se orientan al
desarrollo de modelos VHDL para la descripcion de
aplicaciones, siendo de vital utilidad un modelo matemético
gue permita generar el codigo VHDL, a partir de ecuaciones
gue manejen funciones iteradas para su codificacion. Estas
apuntan hacia el estudio de las estructuras circuitales que
usan LFSR (Sandoval 2012, 2010), a fin de configurar el
circuito de forma concurrente, sobre hardware reconfigura-
ble y obtener versiones eficientes de los mismos (Sandoval
y col., 2014).

En este trabajo se plantea el reconocimiento de una es-
tructura fractal y un patrén iterativo en las funciones que
describen el codificador RS, que permita modelar el com-
portamiento del hardware para el circuito del codificador
RS, considerando de interés el estudio de las caracteristicas
identificadas en las estructuras, considerando el anlisis
fractal y los sistemas de funciones iterativos que se presen-
taron en la descripcion espacio — tiempo.

2. Analisis de Circuitos Fractales

El analisis fractal de circuitos generadores de codigos,
filtros adaptativos, control reconfigurable, resulta propicio
por las caracteristicas de estos. Lo que puede permitir un
nuevo enfoque en la configuracion de sistemas con caracte-
risticas auto-similares, asi como algoritmos recurrentes, lo
cual ha sido el punto de partida de la presente investigacion,
en la cual se ha seleccionado como caso de estudio los codi-
ficadores Reed Solomon.

Entre las propiedades de los fractales destacan la auto-
semejanza (Molero 2011). En general, una estructura se di-
ce que cumple este criterio, si puede ser construida como
una reunién de estructuras, cada una de las cuales es una
copia de la original pero a tamafio reducido.

Este concepto de Auto-similitud o Auto-semejanza, se
puede enunciar como la propiedad de una estructura en el
gue ésta es exacta o aproximadamente semejante a sus
componentes, es decir, el conjunto se puede descomponer
en un namero finito de partes de modo que una de ellas es
idéntica, salvo escala, al todo. Dicha propiedad de simetria
de escalamiento se encuentra presentes en diversas ramas de
la ciencia y la tecnologia (Lee y col., 2010).

Otra propiedad establece que para generar un fractal
basta con muy poca informacion, la clave se encuentra en la
iteracion, que consigue generar una gran cantidad de estruc-
turas a partir de esa informacion inicial. De alli que un mé-
todo para generar estructuras fractales es el Sistemas de
Funciones Iteradas — SFI, desarrollado en los afios 80 fun-
damentalmente por J. E. Hutchinson y M. Barnsley. Se em-
pled estos sistemas para modelar objetos que a diferentes
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escalas presentan una relacioén de semejanza con la estructu-
ra completa (Molero 2011).

El método consiste en establecer una semilla inicial y
ejercer sobre ella una serie de transformaciones. Este resul-
tado de sucesivas iteraciones recibe el nombre de atractor
del sistema. El conjunto de transformaciones que se aplican
para llegar hasta éste, es lo que se denomina Sistema de
Funciones Iteradas (SFI).

Es asi como existen los fractales definidos por ecua-
ciones, donde una de las formas mas populares para gene-
rarlos es a través de una construccién matematica usada pa-
ra representar, de manera simple, ciertos conjuntos fractales
que presentan auto-similitud. Basados en este concepto, se
pretende reconocer esta propiedad en los circuitos genera-
dores de secuencia asociados al codificador Reed Solomon,
para obtener las ecuaciones matematicas que permitan su
descripcién para VHDL.

En diversos trabajos previos (Rivera y col., 2012)
(Ramirez y col., 2012), las investigaciones apuntan en reco-
nocer las propiedades fractales de las secuencias Fibonacci.
Cuya definicién viene dada por: fi., = fisq + fi, para el caso
del generador de secuencias de Fibonacci se muestra un cir-
cuito recursivo, que se puede implementar a través de fun-
ciones iteradas. Es importante destacar la similitud entre los
circuitos generadores de secuencia Fibonacci y Galois, estos
Gltimos propios del procesamiento asociado al codificador
Reed Solomon y su componente auto-similar la reduccion
modular del multiplicador en campos finitos de Galois.

2.1. Estructura del Generador de cddigo RS

El cédigo Reed Solomon es un subconjunto de los cé-
digos BCH y son de bloques lineales. Un cddigo Reed So-
lomon se especifica como RS(n,k) con simbolos de m bits.
Lo anterior significa que el codificador toma k simbolos de
los m bit y afiade simbolos de paridad para hacer una pala-
bra de codigo de n simbolos. Existen n-k simbolos de pari-
dad. Esto lo realiza a través de un generador polinomial, ca-
da palabra de cédigo Reed Solomon es generada usando un
polinomio especial, asi todas las palabras de cddigo validas
son divisibles exactamente por el polinomio generador.

En el codificador Reed Solomon (Sandoval y col.,
2008), se puede identificar la arquitectura caracteristica del
generador de simbolos de redundancia, para la implementa-
cion de las ecuaciones que describen matematicamente el
codificador RS (Sandoval 2007), siendo su definicion de
comportamiento dado por la ecuacion 1.

R(x) = D(x) x' mod G(x) (1)

Esta arquitectura corresponde a un elemento circuital
generador de secuencias pseudo-aleatorias conocido como
n,k-LFSR, el cual es un circuito secuencial de n-k etapas de
m bits cada una, donde los datos son operados (en algebra
de campos finitos) con los coeficientes del polinomio gene-
rador del codificador G(x).

Esto se lleva a cabo, a través de componentes multipli-
cadores en campos finitos de Galois GF(2™), los cuales son
los responsables de obtener los elementos a operarse en las
compuertas XOR y almacenarse en los elementos de memo-
ria, como se muestra en la figura 1.
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Fig. 1. Arquitectura del Codificador RS(n,k) Genérico

El generador de simbolos de redundancia del codifica-
dor recibe el primer simbolo de la entrada de datos, este
simbolo pasa a la salida sin alterar, a través del componente
selector del simbolo de salida (Mux de salida), a la vez es
operado con el dato almacenado en el registro menos signi-
ficativo r(0) a través de la xor de entrada, generando un
simbolo dado por: D(x) xor r(0), éste es ingresado a través
del siguiente multiplexor (Mux de entrada) a la realimenta-
cién del circuito LFSR y se realiza la operacion de éste con
cada uno de los coeficientes del polinomio generador G(x),
a través de la multiplicacion en algebra de campos finitos de
Galois.

El calculo parcial del producto se opera a través de una
xor de m bits, con la salida del registro precedente, al recibir
la sefial de reloj, el dato es almacenado en el registro a la
salida de la xor. Este proceso se realiza para los k simbolos
de datos, donde los resultados dependen de la secuencia de
simbolos de entrada. Alcanzados los k simbolos, el mux de
entrada conmuta a la seleccion de la entrada cero y el mul-
tiplexor de salida selecciona el simbolo del r(0) durante
(n-k) pulsos de reloj, los cuales corresponden a los simbolos
de redundancia generados del proceso, bajo esta secuencia
de dos etapas se genera la palabra de cédigo Reed Solomon.
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En el caso del codificador Reed Solomon, que opera
sobre los datos, transmitidos, a través de un canal dindmico,
resulta de interés estudiar a éste como un elemento con ca-
racteristicas fractales. De esta manera, se estudia una inter-
pretacion fractal de los modelos circuitales que describen el
comportamiento de un codificador Reed Solomon
(Sandoval y col., 2013), en el cual se ha identificado una
similitud entre la estructura del componente multiplicador y
el codificador RS.

2.2. Aplicaciones del LFSR

En (Moon 2005) se presenta todo el tratamiento de los
LFSR para procesamiento de datos en base polinémica. En-
tre las aplicaciones del circuito encontramos elementos de
procesamiento binario, como lo son los multiplicadores de
campos finitos de Galois (Sandoval 2010), donde el ancho
del bus de datos corresponde a un solo bit y cuyos coefi-
cientes vienen dados por los polinomios caracteristicos del
campo P(x). Asi mismo, encontramos elementos de proce-
samiento no binario, dado por simbolos de m bits, entre los
que destacan los codificadores Reed Solomon (Sandoval y
col., 2013), en este Gltimo los coeficientes de la estructura
estan dados por el polinomio generador del codigo G(x).

Dada la importancia de estos circuitos, por su capaci-
dad de generar secuencias con buenas propiedades estadisti-
cas (Ekdahl 2003), resulta pertinente un analisis de la es-
tructura generalizada. Estos circuitos pueden ser lineales o
no lineales — NLFSR, de acuerdo a los operadores en la
funcién de realimentacion, tomada de cualquier etapa.

Estos circuitos basados en registro desplazamiento con
realimentacion lineal — LFSR, han sido objeto de estudio
(Dubrova 2008), (Pérez 2009), sus aplicaciones (Alvarez
2005) y arquitecturas han sido estudiadas, y a partir de su
representacion de Galois han generado una arquitectura al-
ternativa, conocida como FCSR — Feedback with carry shift
registers (Goresky y col., 2002), donde se evidencia la im-
portancia de nuevos modelos generalizados, para esta es-
tructura.

Para el modelado del LFSR es necesario expresar el
comportamiento del circuito de forma genérica, a fin de
describir la estructura de forma reconfigurable. Siendo ne-
cesario definir los parametros de escalabilidad del circuito
en funcion del nimero de etapas y tamafio del bus. En base
a esta necesidad, se han encontrado desarrollos en técnicas
de factorizacion de las funciones y operaciones comunes,
gue dan paso al concepto de LFSR reconfigurables (Alaus
y col., 2008), lo que permite la reutilizacién de hardware del
circuito R_LFSR.

La generalizacion del LFSR serd aplicada en la confi-
guracion de hardware en VHDL, con un tratamiento para-
métrico del vector de memoria, el tamafio del bus, la capa-
cidad de los operadores y los coeficientes del polinomio
generador. De tal manera, que realizando la concatenacion
de componentes del circuito se puede tratar el disefio de

forma modular con habilitadores de etapas, a fin de emplear
el LFSR reconfigurable, como modelo base, en este caso se
emplea una generalizacién para manejar la estructura y los
coeficientes.

Destacando que las aplicaciones estudiadas, realizan su
procesamiento bajo arreglos particulares de una arquitectura
circuital comin (LFSR), se busca mantener la estructura
con seleccion de las condiciones especificas, para establecer
un modelo generalizado de las estructuras auto-similares.

Profundizando en el estudio del codificador RS para su
implementacidn eficiente, se encuentra que estos emplean
aritmética de campos finitos de Galois GF(2™), por producir
resultados con longitud fija. Donde se debe tener en cuenta
que la eficiencia computacional de las operaciones aritméti-
cas en campos finitos esta estrechamente relacionada con la
forma particular en la cual los elementos del campo son
presentados (Kim y col., 2002). Por lo que se ha detectado
la necesidad de estudiar alternativas de solucion para la im-
plementacion de operaciones aritméticas GF(2™), basadas
en los fundamentos matematicos de los campos finitos.

Los Campos Finitos de Galois (GF) constituyen un
area especifica de la matematica desarrollada por E. Galois.
Donde el campo es especificado a través de un elemento
primo p, base del campo; y un entero positivo m, longitud
del elemento del campo. Se cumple que p™ corresponde al
namero de elementos del campo, y las operaciones aritméti-
cas sobre el campo finito da como resultado un elemento
que pertenece al mismo campo (Saqib 2004). Estas propie-
dades son utilizadas en aplicaciones de codificacion, deco-
dificacion Reed-Solomon (Xilinx 2011) y criptografia. Una
presentacion ampliamente utilizada es la forma polinomial,
en la cual se define un polinomio generador del campo, co-
nocido como polinomio irreducible P(x), el cual se operara
modulo con los resultados de las operaciones para llevar el
resultado a la longitud fija definida para el campo.

2.3. Multiplicadores de Campos Finitos de Galois

El multiplicador en campos finitos es generalmente
mas complejo que un multiplicador convencional, estos han
sido un tépico de investigacion desde 1960 hasta la actuali-
dad, por ello la relevancia de interpretar la légica circuital
de soporte para estos mddulos y establecer un modelo efi-
ciente para su disefio sobre dispositivos de hardware FPGA.

Los multiplicadores aritméticos sobre campos finitos
de Galois, tienen como base la multiplicacion de dos ele-
mentos del cuerpo finito y la reduccion del resultado me-
diante un polinomio irreducible P(x) de grado m. Estos pue-
den ser implementados a través de un modelo algoritmico,
el cual reproduce el comportamiento del multiplicador de
forma secuencial o modelos paralelos, segln la necesidad
de que estos médulos aritméticos operen a frecuencias ele-
vadas y ocupen el menor area posible, lo que demanda un
equilibrio entre estos factores.
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2.4. Reduccién Modular GF

Si P(x) es el polinomio irreducible, entonces la multi-
plicacion de dos elementos del campo, representados como
los polinomios A(x) y B(x), es el producto algebraico de los
dos polinomios, y la reduccién modular con P(x), como se
presenta en la ecuacion 2.

C(x) = A(x) x B(x)(mod P(x)) ()

Donde A(x) corresponde en el codificador Reed Salo-
mon a un coeficiente del polinomio generador del codigo,

P(x) el polinomio irreducible del campo de Galois, y B(x) la
entrada de datos a multiplicar, donde la operacién médulo
del polinomio P(x), correspondiente a la reduccion modular,
red_mod = A(x) X' mod P(x), es realizada bajo la arquitectu-
ra de un circuito LFSR (ver figura 2).

Fig. 2. Arquitectura del médulo LFSR A(x) x' mod P(x)

Esta operacidn, originalmente es implementada a tra-
ves de registros para obtener los n vectores con corrimiento
de los bits. En esta configuracion se basa el analisis del
comportamiento del circuito en m ciclos de reloj, donde m
es igual al niamero de bits de la palabra. En este punto se
puede observar que el comportamiento de los circuitos es-
tudiados guardan similitud, en el procesamiento de los da-
tos, la estructura circuital y la légica que lo define.

2.5. Estructura Auto-similar del Circuito y sus componentes

Llegado a este punto de la disertacion, se han estudiado
de forma separada las estructuras componentes de los ele-
mentos del codificador Reed Solomon. Identificando una
arquitectura comdn entre el circuito generador de simbolos
de redundancia y el circuito reductor modular del multipli-
cador de campos finitos, lo que resulta de vital interés para
establecer una descripcion VHDL.

Es importante sefialar que el circuito codificador RS,
presenta un componente con la misma arquitectura, que di-
fiere en escala con respecto al ancho de bus de datos y a los
operadores: and por prod_GF y xor binario por xor entre
simbolos.

Asi se identifica un LFSR cuya funcion es implemen-
tada, a través de un LFSR interno, lo que permite observar
el Isomorfismo estructural entre el componente de reduccion

modular A(x) X' mod P(x) y el generador de simbolos de re-
dundancia del codificador D(x) x' mod G(x). Donde el poli-
nomio generador del campo P(x) y el polinomio generador
del cédigo G(x) definen los coeficientes de entrada de los
multiplicadores en la funcién de realimentacion para cada
caso.

Dado que un método para el modelado son los SFl, se
considera este concepto de sistemas de funciones iteradas,
para modelar los circuitos auto-similares, que constituyen el
generador de codigo. La funcién caracteristica de la estruc-
tura comdn del generador de codigo, modifica un elemento
pero mantiene su tamafio. En el caso de la funcion multipli-
cacion en campos finitos GF, se obtiene un elemento con
iguales caracteristicas, se puede asi establecer una funcién
recursiva sobre la misma funcion.

De esta manera se ha identificado que el procesamiento
de los datos d(x), al aplicar una funcion LFSR para generar
las secuencias del multiplicador GF y del codificador RS,
por lo que se puede expresar, en funcién de los correspon-
dientes polinomios generadores de la secuencia del LFSR,
siendo G(x), el polinomio generador de cddigo, caracteristi-
co del LFSR externo y P(x), el polinomio caracteristico del
campo GF, asociado al LFSR interno, obteniendo la ecua-
cion 3.

R(x) = Ifsr_G [Isfr_P [d(t)]] (3)

3. Modelado en VHDL de circuitos con Sistemas de
Funciones Iteradas — SFI.

El método de modelado basado en funciones iteradas,
comprende la adaptacion de las expresiones matematicas
que definen el comportamiento del codificador Reed Solo-
mon y sus componentes, a fin de realizar la descripcion en
VHDL de su comportamiento, expresando las iteraciones
necesarias para la establecer el cédigo que permita la confi-
guracién del circuito sobre hardware. En una primera etapa
se realiza de una tabulacién de operaciones circuitales, se-
guido de la descripcion en VHDL del sistema, hasta obtener
las ecuaciones para la implementacion.

En primer lugar se analizaron las caracteristicas de los
maédulos componentes, se encontrd una funcion que modifi-
ca un elemento pero mantiene su tamafo, corresponde a la
funcion multiplicacion en campos finitos GF, cuyo método
de generacion comprende una realimentacion del resultado
al sistema de procesamiento, lo que se puede interpretar
como un sistema iterado con realimentacion. Donde las
ecuaciones descriptivas pueden ser re-formuladas en fun-
cion de los correspondientes polinomios generadores de la
funcidn iterada, que genera el resultado parcial.

Por otra parte, se aplica el método de paralelizacion del
componente multiplicador, basado en un circuito de reali-
mentacién LFSR, a través de un tratamiento de los elemen-
tos de memoria almacenan los datos procesados, en funcion
de la posicion de los elementos ien un momento dado de
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tiempo t (iteracién), lo que nos permite observar que esta-
mos en presencia de una funcién iterada, para la que se
desarrollara el modelado por el método de descripcion es-
pacio — temporal, de los componentes parciales de la se-
cuencia.

De esta manera, se logra definir las ecuaciones para el
modelo concurrente del multiplicador de campos finitos, el
cual ha sido extendido para el componente similar corres-
pondiente al generador de simbolos del codificador RS. El
método de disefiado, consistié inicialmente en describir la
funcién del LFSR, sobre los datos de entrada, esto com-
prende una descripciéon en VHDL de cada uno de los ele-
mentos generados, para cada instante de tiempo.

A partir de la observacion de la arquitectura del gene-
rador de simbolos de redundancia: D(x) x' mod g(x) del co-
dificador Reed Solomon, se reconocid un arquitectura simi-
lar con el circuito de reduccién modular: A(x) X' mod P(x),
encontrado en el multiplicador GF, donde existe una corres-
pondencia entre los coeficientes del polinomio generador
G(x), que define el codigo Reed Solomon y los coeficientes
del polinomio irreducible P(x), que define el campo de Ga-
lois GF.

Motivo por el cual se consideré evaluar la extension
del modelo concurrente del LFSR desarrollado en el multi-
plicador (en campos de Galois), al circuito generador del
cddigo Reed Solomon (n,k). Asi la relacion logica-
matematica, para cada uno de los elementos generados por
el componente LFSR, se describe cada funcién de operado-
res asociados a la longitud del elemento a operar, donde el
operador @ corresponde a la operacion producto GF, entre
simbolos, y el operador €, representa la suma.

A partir de la descripcion, se identifican los operandos
comunes en la secuencia de generacion y los parametros
que varian a lo largo del algoritmo de descripcién, con el fin
de analizar su comportamiento (tabla 1).

Tabla 1. Calculo de coeficientes A(x)xmodP(x) para GF(2°)

t i=7 i=0
1 a7 aio
2 a,(6) D a1 ® py a17 @ ps
3 a,(6) D a7 ® pr 8,7 @ psg
4 a3(6) D a7y ®ps az7 @ Ps
5 a;(6) D ass ®pr a7 @ Ps

8 a;(6) Das @py a77 ®Ps

Siendo a; el coeficiente del polinomio operado en la
iteracion t, en la posicion i de la estructura LFSR del multi-
plicador. Es asi como, en la tabla 1 se han representado las
expresiones que permiten calcular los valores de dichos
coeficientes en funcién de la posicion espacial del LFSR,
para este caso de estudio con 8 elementos definidos por i de

0 a 7, en cada una de las iteraciones t, correspondientes al
calculo del producto en campos finitos, estos términos defi-
nen un componente hardware para su implementacion cir-
cuital.

De la generalizacion del método para el célculo de los
coeficientes a;, se obtuvo la ecuacion, para generar cada
elemento, correspondiente a aplicar el circuito LFSR sobre
un polinomio A(x) X', estos dependen del instante de tiempo
y la posicién del elemento en el polinomio, el coeficiente p;
estd dado por la posicion del coeficiente en el polinomio
generador del campo P(x), el cual sera fijo en el tiempo.

Ahora bien, la recursividad en las operaciones en cam-
pos finitos, hace que el mismo circuito opere los datos re-
alimentados, para lo cual los resultados parciales pueden ser
renombrados y operados con la misma funcién. Estamos en
presencia de una funcion iterada, de manera de presentarse
circuitos operadores que generan resultados que seran ope-
rados por la misma estructura, estamos en presencia asi de
circuitos fractales del mismo nivel.

De forma alternativa, la descripcion del multiplicador,
se puede particionar la implementaciéon en componentes
LFCS (LFSR concurrentes), logrando una representacion
RTL multinivel por elementos circuitales, para describir
sub-funciones reutilizables. Este concepto de I6gica multi-
nivel (Imafia y col., 2002), permite definir componentes cir-
cuitales interconectados, a través de capas, para generar las
salidas.

Es el caso de la estructura LFCS, las sefiales pueden
atravesar un nimero arbitrario de compuertas en el proceso
combinacional, pero la reutilizacién de los elementos circui-
tales es una caracteristica que permite disminuir la comple-
jidad l6gica, donde se presenta una red de componentes, pa-
ra representar los ciclos iterados, una solucion que
simplifica la descripcion de manera eficiente, logrando que
se obtenga a través de una expresion logica, el modelo con-

currente (ver figura 3).
'_’ . .'_’
m m
datox

m

n n

hab_b; hab_b hab_by

Fig. 3. Logica Multinivel de componentes LFCS

Como resultado del andlisis, en funcion de los parame-
tros, se obtiene un esquema para la generacion del cédigo
de descripcién de los componentes en VHDL, como se pre-
senta en la tabla 2, donde se asignan los puertos de los sim-
bolos de entrada al médulo LFCS y se obtiene cmo resulta-
do su operacion red_mod, luego estos resultados parciales
son operados en el producto final.
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Tabla 2. Descripcion VHDL de l6gica multinivel

entity mult is
--(Las declaraciones idénticas al multiplicador)

Port (a: in std logic vector (7 downto 0);
datox : out std logic vector (7 downto 0));
end mult;
architecture Behavioral of mult is
signal

b,bl,b2,b3.b4,b5,b6,b7,b8,cl,c2,c,3,c4,c5,c6,c7,c8
std logic vector (7 downto 0);

Begin

b<= D dato; -- dato de entrada para la multiplica-
cién

al<= coef; --al<= coef;

p<="100011101"; -= Primitive polynomial =
D"8+D"4+D"3+D"2+1 (285)

ul: LFCS port map (al,az);

uz2: LFCS port map (a2,a3);

ui: LFCS port map (ai,ai+l);

for i=m-1 to O

-- Construccién del operador bt:

bl<= b(0) & b(0) & b(0) & b(0) & b(0) &.. &b(0);

b8<= b(7) & b(7) & b(7) & b(7) & b(7) & .. & b(7);
-- Productos Parciales:
dor

cl<=al and bl;

Loégica AND del multiplica-

c8<=a8 and b8;

-- ct <= at and bt

-- Acumulador de Productos Parciales:

datox<=cl xor c2 xor c3 xor c4 xor cb5 xor c6 xor
c7 xor c8;

end Behavioral;

A partir de esto, se realiza la descripcién en VHDL del
comportamiento del codificador, bajo un tratamiento de
concrecion de las ecuaciones en forma de funciones itera-
das, como se presenta en las tabla 4.

Tabla 4. Descripcion VHDL del Codificador Reed Solomon

El componente LFCS, al cual se hace referencia como
un médulo de operacion en hardware en la descripcion del
multiplicador, corresponde a la funcion iterativa que descri-
be el comportamiento de la reduccion modular en el campo
definido por P(x). Este componente es descrito en la tabla 3,
en la cual se especifican los elementos no nulos del polino-
mio irreducible en las ramas a operar.

Tabla 3. Descripcion VHDL del componente LFCS

entity encoder is
generic (length:integer:= 17;
width :integer:=7);
( D in : in std logic vector (6 downto 0);
clk,hab : in std logic;

--length n-k+1

Port

architecture Behavioral of encoder is

type memoria is array (0 to length-1) of
std logic vector (width-1 downto 0);
signal

component mult is

port (D_dato: in std logic vector (6 downto 0);
coef: in std logic vector (6 downto 0);
datox: out std logic vector (6 downto 0));

end component;

begin

Cc01: mult port map (D_dato,"0001101",datol) ;
C02: mult port map (D _dato,"0110100",dato2);
C03: mult port map (D _dato,"1101000",dato3);
Clo: mult port map (D _dato,"1001101",datolé6);
process (clk)

if (clk'event and clk='1l"')then
memoria v (0) :=memoria v (l)xor datol;
memoria v (1) :=memoria v (2)xor dato2;
memoria v (2) :=memoria v (3)xor dato3;
memoria v (3) :=memoria v (4)xor dato4;

memoria v (15):=datol6;

end if;

if hab='1l' then
salida<=D _in;

else
salida<=memoria v (0);

end if;

end process;

end Behavioral;

entity LFCS is

port (a: in std logic vector (7 downto 0);
r: out std logic_vector (7 downto 0));
end LFCS;
architecture Behavioral of LFCS is
signal p: std logic vector (8 downto 0);
begin
a<= coef;
p<="100011101";--polynomial=D"8+D"4+D"3+D"2+1 (285)

-- Generacion de términos del LFCS:
-- ut:at+l <= at (i) xor (at(m-1) and p(i) &

u: r <= a(6 downto 4)&(a(3)xor
a(7))&(a(l)xor a(7))&a(0)& a(7);
end Behavioral;

a(7))&(a(2)xor

De la descripcion en VHDL se puede observar que se
ha definido el codificador, basado en componentes: (1) el
componente multiplicador (mult), que presenta el circuito
de multiplicacién en campos finitos, al cual se le ingresan
los operandos por los puertos correspondientes a D_dato,
dato a operar y el coeficiente de G(X), para cada rama, (2)
los rgistros definidos como memoria y sus operaciones xor,
donde se realiza el corrimiento de los datos resultantes, fun-
cionando como un registro desplazamiento, con la realimen-
tacién respectiva. A partir de la descripcién VHDL, se pue-
de definir el diagrama para la generacion del cddigo (ver
figura 4).
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| D(x) <= Bloque de Datos |
)
| i=n-k |
r|
v Componente Multiplicador
1
| D dato <= D(i), coef <=g x | _________________________________
— — "JF -~*~
l 2 h 4 \\
;
- [ | al<=coef; b<=D dato, p<=p X | .
rt (i) <= rt-1(i+l) xor m ta - — '
] +
| Se asigna i=m-1 |
| rt < & rt(i); Deci | —

Rx«<=rnk & ... & x0

.

Cx <= D dato & R x

L L e L P T L T LT ey

| at(i) <= at-1(i+l) xor at-1(m-1) and p(i)

v

at <= & at(i);

Dec i

bt <= & b(i);

ci <« ai and bi; Inct

-

m ti<= xor ci | !

Fig. 4. Esquema del procedimiento para Generacién de Cédigo VHDL de un Codificador Reed Solomon (n,k)

El diagrama ilustra el proceso iterativo para la gene-
racion del cédigo en VHDL asociado a la implementa-
cién del codificador, el comportamiento en el cual las
funciones son implementadas de forma concurrente, a
través de la definicién del componentes Multiplicador
GF, que a su vez presenta el mismo comportamiento, con
el algoritmo de generacién de codigo para la descripcion
de hardware propuesto.

El nimero de iteraciones para generar cada término,
que implementa cada seccion de hardware ha sido defini-
do a través de los pardmetros que son confirmados en los
bloques condicionales, mientras las operaciones logicas
son descritas a partir de la descripcion VHDL desarrolla-
da.

De esta manera, se han identificado funciones recu-
rrentes en el caso de la aplicacion del generador de se-
cuencia LFSR, tanto para el componente del multiplica-
dor en campos finitos de Galois, como para el generador
de redundancia del codificador Reed Solomon, haciendo
una auto-llamada al mddulo LFSR del multiplicador.

4. Resultados

Una vez modelado en VHDL la aplicacién y reco-
nocidas las caracteristicas de las estructuras y su compor-
tamiento, que ha sido tratado en el analisis circuital a tra-
vés de la disertacién, se destaca que la aplicacién
estudiada presenta: (1) Funciones Iteradas, las cuales se
pueden modelar para la implementacion concurrente del
circuito secuencial, (2) Auto-similitud entre los compo-
nentes LFSR de las estructuras del multiplicador GF y
del codificador RS, de las mismas caracteristica.

Es de hacer notas que se ha sustituido el circuito del
multiplicador (con la etapa de reduccuén modular) en la
estructura del generador de cédigo RS, a fin de ilustrar su
correspondencia a diferente escala, destacando que los
operados binarios del multiplicador son extrapolados en
operadores de 8 bits, para la operacion de los simbolos,
por lo que se puede identificar la posibilidad generalizar
la aplicacién, como un circuito fractal en VHDL, cuya
estructura se presenta en la figura 5.
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Fig. 5. Modelo Fractal del Circuito de generacion del Cédigo RS

A continuacion se definen las ecuaciones del siste-
ma de funciones iteradas, que describen el modelo del
codificador Reed Solomon, correspondiente a la imple-
mentacion del circuito LFSR. En la ecuacidn 3 se tiene la
descripcion comportamental del componente LFCS (de
reduccion modular) en el multiplicador de campos finitos
GF(2™), a través de la operacion concatenacion y los ope-
rados l6gicos. Esta expresion ha sido obtenida a partir de
la descripcion VHDL (tabla 3)

De esta manera se expresa el modelo del codifica-
dor RS, a través de la ecuacion 5.

R=& . ()@ (@) ® g()) ®)

Con ry, simbolo de redundancia; d(t), simbolo de da-
to a codificar y g(i), coeficiente en la posicion i del poli-
nomio g(x). Este modelo ha sido empleando como técni-
ca de paralelizacion la concatenacion de términos, la cual
estd basada en una descripcion tiempo — espacio de las

_ m-1 - .
ar= &y au(i-1) @ (aua(m-1) and p(i)) (4) funciones generadoras de los elementos componentes.

Este elemento a;, operando A reducido al campo F,
se opera and con by, correspondiente al bit t del operando
B, siendo t el parametro para identificar cada uno de los
bits del simbolo y p(i), el coeficiente i del polinomio
P(x). Es de hacer notar la naturaleza recursiva de la im-
plementacion, ya que para el calculo de uno de los ele-
mentos correspondientes a la salida de la rama en la posi-
cién i, estara dada por el resultado del término
correspondiente i-1. Esta caracteristica permite definir los
elementos circuitales necesarios para su generacién con-
currente, a partir de un arreglo combinacional.

En tanto que, para el generador de cddigo RS, se ob-
tiene considerando la ec. 1 y la concatenacion de térmi-
nos generados por la implementacion de las ramas del
LFSR del codificador descritos en VHDL en la tabla 4.

La ecuacion 4 puede ser sustituida en la ecuacion 5,
donde se define la funcion iterada, con respecto al espa-
cio, tal como se observa en la ecuacion 6.

=&, () @
(& i”:)l ap1(i-1) xor (ap.1(m-1) and p(i) and by) (6)

Para la descripciéon en VHDL se reconocio6 la simili-
tud entre las ecuaciones, lo que permite definir un siste-
ma de funciones iteradas — SFI, aplicable a la generacion
del codigo VHDL, para el disefio en forma concurrente.
Los resultados del modelo en forma matricial, pueden ser
consultados en el modelo optimizado del codificador
Reed-Solomon (255,k) en VHDL a través de un LFSR
paralelizado (Sandoval 2013).
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Este modelo VHDL permite el analisis de consumo
de recursos basado en la arquitectura del multiplicador, el
cual ha sido paralelizado, a través de la descripcién con-
currente la etapa de reduccion modular. Esto representa
un importante avance en el modelo propuesto del multi-
plicador con el componente LFSR concurrente. Donde se
hace notar que los avances en el modelo paralelo del
componente, puede ser aplicado para el codificador.

Al analizar la estructura del modelo VHDL, se ob-
tienen los operandos directos asociados y se puede reali-

Se presentan en trabajos previos, el contraste entre
los resultados de consumo de recursos de hardware, con-
sumo de potencia y retardos asociados a la implementa-
cién (Sandoval y col., 2014), detallando la optimizacion
de potencia (Sandoval 2014), el reporte generado para
este caso se presenta en la tabla 6.

Tabla 6. Andlisis de Consumo de Recursos y Potencia del Codificador
Reed Solomon disefiado

K ., N Project File: LFCS.ise Implementation State: Placed and Routed
zar una estimacion de recursos de hardware a nivel de prrRR— = A
Compuertas (tabla 5) Target Device: xCSvha0L-3323 = Warnings:
Product Version: ISE1L1 = Routing Results All Signals Completely Routed
Design Goak Balanced = Timing Constraints:
Tabla 5. Estimacion de Recursos por operaciones DesignStrategy: | K Default (urdocked) « Final Tiniing Score: 0 (Setup: 0, Hold: 0) iming Report)
Funcién / Op. AND XOR DEViE VA0 STl
Slice Logic Utilization Used Available Utilzation Note(s}
1 g
-N- + Number of Sice LUTs. “ 19,200 1%
A(X)x' mod P(x) 0 p.m-p-2m+2 T - — =
rm(x) and B(x) n’ 0 Nber ing O st “
Number of occupied Slices 17 4,800 1%
XOR C(X) 0 m2 -m Number of occupied SLICEMS [] 1,250 0%
2 2 Number of LUT Fip Flop pairs used 44
LFCS_MUltGF n m- + pm-p-3m+2 Number with an unused Flip Flop. 44 4q 100%
2 2 Number with an unused LUT o 44 0%
LFSR_COdRS n (n-k*b) (m + p.m-p—3m+2) Number of fully used LUT-FF pairs [ P %
Number of siice register sites lost ] 19,200 0%
to control set restrictians:
, . Number of borded 10Bs
Donde m corresponde al nimero de bits de cada pa- :v,,agepamt.,rfiumg 32 = =
labra del campo y p corresponde al nimero de bits no nu- Name [Vae | Used | Total Avaiable | iization (2)
los del polinomio irreducible P(x), en este caso la optimi- 120 =
zacion corresponde a la simplificacién de operaciones, en 122 125
funcion del nimero de coeficientes P(x) no nulos.
Del mismo modo para este modelo se obtuvo el con-
sumo de recursos del FPGA, a través de la herramienta

de desarrollo ISE 11, obteniendo el consumo de Slice y
LUTSs Tables en funcién del nimero de bits del multipli-
cador (ver figura 6).

40
- &
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é &
420 O
3 &
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u T T T T 1
i 2 4 G g 10
Himero de bits del multiplicador
80
. 80 &-
5 g
¥ 3
2 S
E 20 ¢. 0 v
= 0 T T r T |
0 2 4 & 8 10

Mimero de bits del multiphadar

Fig. 6. Consumo de Recursos del Multiplicador por bits de simbolos,
implementado sobre Tecnologia FPGA

Por otra parte, el andlisis de la aplicacién permitio
establecer la correspondencia entre las estructuras
componentes 'y las funciones que definen su
comportamiento matematico, en el procesamiento de
datos, segun la longitud del elemento a operar, como se
presenta en la tabla 7.

Tabla 7. Reconocimiento de estructura circuital fractal

Componente LFSR Codificador RS Mult. GF
Elemento de memoria  Simbolos (m bits) bit

Operador de ramas Mult_GF and
Expresion de funcion D(i) Ifsr G(i) A(i) Ifsr P(i)
Polinomio Generador G(x) P(x)

Finalmente, los reportes obtenidos demuestran la
aplicabilidad del modelo iterado para descripcion de
hardware en el caso de circuitos fractales como el codifi-
cador Reed Solomon, el proceso de validacion de com-
portamiento y desempefio fueron analizados anteriormen-
te (Sandoval y col., 2014), destacando que la aplicacion
del método de disefio resulta eficiente.
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Es importante sefialar que los resultados presentados
corresponden a las expresiones matematicas de las fun-
ciones iteradas que permiten generar el cddigo para la
descripcién en VHDL, del comportamiento del codifica-
dor Reed Solomon y el multiplicador GF, destacando que
se encontro la relacion de auto-similitud entre las estruc-
turas estudiadas, que solo varia en cuanto a dimensiones
de operandos y operadores, siendo que esto no se habia
encontrado en literatura previa, la cual se puede extrapo-
lar igualmente para codificadores RS paralelos (Sandoval
2017) con n-dimensiones, mostrado en la figura 7.

Fig. 7. Esquema del Codificador n-RS concatenado paralelo

Aplicaciones del Modelado con Sistemas de Funciones
Iteradas para VHDL

Un érea de interés para configurar sistemas con este
método e disefio corresponde a los filtros adaptativos
(Castellanos y col., 2014), considerando la estructura
circuital del filtro transversal que coincide con un LFSR
Fibonacci. De manera que el modelo fractal aca desarro-
llado puede ser aplicado para el modelado SFI de estos
sistemas.

Estos avances igualmente pueden ser aplicados para
control avanzado reconfigurable, donde se utilicen es-
tructuras similares como es el caso de control adaptativo,
con operadores definidos como componentes de aproxi-
maciones sucesivas, los cuales presentan el modelo auto-
similar, donde los componentes del sistema de control
pueden reconfigurarse de acuerdo a los parametros defi-
nidos por los disefiadores.

Una de las aplicaciones en esta area corresponde a
los sistemas eco-adaptativos (Sandoval 2015), estando
estos basados en control adaptativo con tecnologia
FPGA, que pueden configurarse de acuerdo a la dinamica
del sistema, dejando que los parametros se estimen a tra-
vés de circuitos iterados. De tal manera, que todos los
conceptos aca analizados y el modelo desarrollado pue-

den ser ajustados para obtener los términos requeridos en
configuracion de diversas aplicaciones hardware, apor-
tando un método de modelado para hardware reconfigu-
rable.

5. Conclusiones

Gracias al analisis del sistema objeto de estudio, se
ha podido reconocer una estructura fractal en el circuito
del generador de cédigo Reed Solomon, dado por la simi-
litud entre los componentes LFSR, presentes en el gene-
rador de redundancia y el componente multiplicador GF.
Asi mismo, se ha realizado el modelado de la aplicacion,
alcanzando definir la descripcién concurrente en VHDL,
del comportamiento de la funcién LFSR, aplicable para
ambos casos, reconociendo una funcion generadora de
términos, que mantiene relacion con la secuencia tempo-
ral, la cual se modelo de forma concurrente, a partir de un
SFI.

Del modelo se obtiene la descripcion del hardware
bajo un tratamiento fractal-modular, generado por itera-
ciones para la construccion de los términos en VHDL. La
presente investigacion incluye nuevos conceptos al area
de conocimiento de descripcién de hardware. Observan-
do que en los componentes auto-similares se presenta una
estructura anidada, donde se reconoce una funcion itera-
da. Por otra parte, se analiz6 la realimentacion pre-
calculada para sustituir los ciclos, a fin de definir un tra-
tamiento paralelo.

Igualmente, se pueden aplicar los principios de
comportamiento analizados, como base para el disefio de
otros sistemas complejos, reconociendo los patrones aso-
ciados en la estructura fractal. El principal aporte de este
trabajo consiste en aplicar la teoria fractal para desarro-
llar un modelo de funciones iteradas en el espacio que
permite el tratamiento de un sistema recursivo en el
tiempo, siendo un enfoque novedoso, que no se ha mane-
jado por la comunidad cientifica y que presenta maltiples
aplicaciones en el area de control y comunicaciones.

Observando las alternativas de co-disefio hardware /
software, permite hablar de una correspondencia entre un
modelo con funciones iteradas (software) para la genera-
cién del cédigo en VHDL para la configuracion de es-
tructuras circuitales con caracteristicas fractales (hardwa-
re), como resultado de integrar ambos conceptos en una
propuesta innovadora, se ha propuesto avanzar en este
método de modelado, para la optimizacion de los disefios
VHDL, el cual puede ser generalizado en aplicaciones
con caracteristicas similares.

Se aport6 simplicidad al método de descripcion de
hardware, lo que permite un ajuste dindmico con gran
flexibilidad en su configuracién, la propuesta permite el
desarrollo del hardware, a partir de las ecuaciones obte-
nidas y logra que el disefio reutilice los compontes defi-
nidos, orientado a la implementacion concurrente, dando
un nuevo enfoque al disefio libre (basado en ecuaciones
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de definicion para su implementacion), desde un conjunto
matematico que permite su configuracién en hardware.
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